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Aufgabe 8.1 (Normal-rekursive und tail-rekursive Funktionen)

Bestimmen Sie alle normal-rekursiven und alle tail-rekursiven Funktionsprozeduren des funktionalen Pro-
gramms Phsort @ Ssort, Wobel Phsort und Ssors wie in Abschnitt 3.3 definiert ist.

Losungsvorschlag:

tail-reskursiv: ordered, member, perm, bottom, swap, min, key, completed, sort

normal-reskursiv: alle tail-rekursiven sowie pop, sift, insert, make_heap_structure, make_heap, heapsort

Aufgab e 8.2 (Terminierungsanalyse)

Sei die Funktionsprozedur F'yypp, definiert durch

function funny(z : nat) : nat <

ife=0
then M
else if funny(z —1) =N
then K
else funny(z +1)
fi
fi.

Beweisen oder widerlegen Sie fiir alle M, N, K € {0,1} die Aussage: Fyynny terminiert stark.

Hinweis: Verwenden Sie die Ergebnisse von Aufgabe 7.3, wenn moglich.

Lésungsvorschlag:

Fall M = N = K = 0: Fyypny terminiert nicht stark.

Sei ¢ definiert durch ¢(z) = 1, sei ¢ = 1. Dann gibt es keine fundierte Relation >> mit 1 = ¢ >
D(¢)(g—1)=1.

Fal M =N =0,K =1oder M =N =1,K =0: Ffynny terminiert nicht cbn (siehe Aufgabe 7.3) und
damit auch nicht stark.

Fall M =0,N =1 oder M =1,N = 0: Fjyynny terminiert nicht chn (siehe Aufgabe 7.3) und damit auch
nicht stark.

Fall M = N = K = 1t Fyynn, terminiert nicht stark. Beweis wie im ersten Fall, aber mit Fixpunkt ¢(z) =
1 und Gegenbeispiel ¢(z) = 0.

Aufgabe 8.3 (Semantik der Spezifikationssprache)

(a) Beweisen Sie, dass [t = Mp(t)] € Thp fiir alle t € T(X(P)) gilt.
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L6ésungsvorschlag:

Wir zeigen zunéichst als Lemma t € 7 (X¢) = Mp(t) = t durch strukturelle Induktion iiber ¢:
Basis ¢ € X°: = ¢ = c fiir eine Konstante ¢ = Mp(t) = Mp(c) = pte =pc=c¢

Schritt t ¢ X: t = f(t1,...,tn) = Mp(t) = Mp(f(t1,...,tn)) = pr(Mp(t1),...,Mp(t,)) =
dpf(Mp(t1),...,Mp(tn)). Mit t € T(X°) gilt auch t; € 7(£°) mit 1 < 4 < n, daher kénnen
wir nun die n IH Mp(t;) = t; anwenden = ... =0p ¢(t1,...,tn) = f(t1,...,tn) =1t

Sei nun ¢t € 7 (X(P)). Dann ist Mp(t) € 7 (%), denn Mp ist nur fiir terminierende P definiert. Mit
obigem Lemma gllt nun Mp(t) = Mp(Mp(t)) = Mp ): t= Mp(t) =>t= Mp(t) S Th(Mp) =Thp

Beweisen Sie, dass eq; und = fiir jedes terminierende Programm iibereinstimmen, d. h., dass
der folgende Satz gilt: ,Sei P ein terminierendes funktionales Programm, z* € V,, und t1,t5 €
T(%(P),V(z*))s. Dann gilt:

[Vz* 1 w. t1 = ta] € Thp < [Va* : w. eqs(t1,t2) = true] € Thp©

Lésungsvorschlag:
Vz* 1 w. ty = t3] € Thp Def. 3.4.1 (Thp); Def 1.2.2 (Theorie)
& MpEYzr':w. t; =ty Def. 1.2.2.(v)
& Mpl*/q"|(t) = Mp[z™/q"](t2)
fir alle ¢* € T (%), da P termiert, gilt

Mp[z*/q*](t) # @ # Mp[z* /q*](t2);
Mp(z*/q|(t1), Mp[z*/q*](t2) € T(X)
Def. 2.3.7, 6pr,eq

S Opeq. (Mplz*/q*|(t1), Mplz* /q*](t2)) = true

fiir alle ¢* € T (%), Def. 3.4.1, py
€ feq, (Mpla™/q"|(tr), Mpla®/q](t2)) = true
fiir alle ¢* € T(2%),, Def. 1.2.1.(iii), 1.2.2
< Mplx*/q*](eqs(t1,t2)) = Mplax*/q*](true)
fiir alle ¢* € T(X), Def 1.2.2.(v)
Mp = V2"t w. eqs(ty,t2) = true Def. 3.4.1 (Thp); Def 1.2.2 (Theorie)

54
& Vo i w. eqs(t1,ta) = true] € Thp

(c) Beweisen Sie, dass egs und = fiir terminierende Programme nicht in (AX p)‘z iibereinstimmen,

d.h., dass der folgende Satz gilt: ,,Sei P ein terminierendes funktionales Programm. Dann existieren
x* € Vy und t1,t2 € T(E(P),V(z*))s mit

Va* s w. t; =ty — Va* : w. eqs(ty,t) = true] ¢ (AXp)F.«
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L6ésungsvorschlag:

Sei ¢ 1= Va* 1 w. t1 = to < Va* : w. eqs(t1,t2) = true. Dann gilt ¢ & (AXP)'Z, wenn es eine
Y (P)-Algebra A gibt, fiir die A = AXp und A [~ ¢ gilt. Wir wihlen

P =
Aboot == {T,L1}
A = NuU{O}
Qtpye = T
Qfalse = L
ap = 0

(n) O falls n = 0O
Qgyec|\T =
n+1 sonst

n—1 sonst

1 falls ny = O oder ny = O oder ny # no

Aeqnat (nl ) nQ) T sonst

B ny fallsb=T
N n

7 + ba 9
ifnae (b:111,12) ) fallsb= 1

O falls n =0
Qprea(n) = 0 falls m =0

Dann gilt A = AXp bzw. A= AXppy.
Fiir ¢ wihlen wir nun t1 := x, to := x und erhalten

e A E [Vx : nat. x = z], denn (vgl. Def. 1.2.2.(v)) Alz/n](z) = Alzx/n](z) fir alle n € A,
& n=mnfirallen & A,q.
o AW Vx : nat. egnat(x, ) = true], denn In € A, mit Alz/n|(egnet(z, x)) # Alz/n](true):
Wir wahlen n = 0O, so gilt aeq,,, (d,0) = L. Weiter gilt oyrue = T. Da aber T # L, gilt
Ueq, ot (D7 D) 7é Atrye-
Insgesamt ergibt sich also A = ¢ bzw. ¢ & (AXp)F.
Anmerkung 1: Es gilt A= -1 =T, also -L =T € Th(A). Wére ndmlich -L =T ¢ Th(A), dann
wire L = T € Th(A) (die Theorie ist vollstéindig). Aus «;¢ kénnte man dann aber leicht einen

Widerspruch konstruieren (z. B. mit ¢ f,,q¢(true, 0, pred(0)). Da Th(A) konsistent ist, verbietet sich
das jedoch.

Anmerkung 2: Wir nutzen hier aus, dass A nicht termerzeugt ist, es also ein zusiitzliches Triger-
element [J gibt. A ist damit nicht isomorph zu Mp. Fiir dieses Trégerelement konnen wir oy,
beliebig wihlen, ohne AX gy zu verletzen.

(vgl. Ubung 3.4.1).
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Aufgabe 8.4 (Korrektheitsbeweis durch Induktion)

Sei Paguble = (Fges Fhalfs Faouble) das funktionale Programm mit

F,. = function ge(x,y : nat) : bool <=
if y = 0 then true else (if z = 0 then false else ge(x — 1,y — 1) fi) fi,
Fhaf = function half(z : nat) : nat <
if z = 0 then 0 else (if z = 1 then 0 else 1 + half(z —2) fi) fi,
Fyouble = function double(x : nat) : nat < if © = 0 then 0 else 2 + double(z — 1) fi.
Definieren Sie eine unendliche entscheidbare Menge INDp, .~ von Induktionsaxiomen fiir Piouble- Zeigen

Sie INDp,, ... € Thp,,,.,.. und beweisen Sie mit Hilfe von INDp,_ ...

[Vz : nat. ge(z, double(hal f(x))) = true] € Thp,,,,,.-

(vgl. Ubung 3.7.2)

L6ésungsvorschlag:

Wir wihlen

INDp = {4[0] A
YA
Va : nat. (Y[z] — Ylsucc*(z)]) — Va : nat.y[z]
| Ylz] € F(S,V) AV (¥[a]) = {=} }.

Zeige INDp € Thp,,,,,.: Die Relation <,C 7(X¢) x 7 () mit ¢ <o succ?(q) ist fundiert also gilt das
Noethersche Induktionsschema. Damit folgt

[Va € T(59). (vy € T(59). (y <2 @ = Vly] € Thpy,) = Vla] € Ty,
= Vo € T(X9).[z] € Thp,,,,.
Die Minimalen Elemente beziiglich <5 sind 0 und 1, also folgt
{1/}[0] € Tthouble A 11[}[1] € Tthouble A (V‘T € T(EC)' w[x] € Tthouble = w[SUCCQ(‘T)] S Tthouble)]
= Vr € T(XY).¢[z] € Thp,,,,,.

Somit gilt

l(w[o] A A (Vo € T(59). ¢la] = plsuc(@)]) ) = Vo € T(S).p[e]| € Thpy .,

Also gilt INDp € Thp,_ ...
Zeige (Vx : nat. ge(z, double(hal f (x))) = true) € Thp,,,,,.
1) ge(0, double(half(0))) = true € Thp,,,,.

6ge (Oa 5double (5half(0))) = (Sge (0, 5double (0)) = 596(0, 0) = true

2) ge(1,double(half(1))) =true € Thp, ..

6ge(la 5double(5half(1))) = 595(1, 5double(0)) = 6ge(1, 0) = true
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3) (Vz : nat ge(x,double(half(x))) = true — ge(succ?(z), double(hal f(x))) = true) € Thp,,,,..

& [Vﬂ: S T(Ec)nat' 596(327 6double(5half($))) = true = 595(56ucc( ), 5double(5half(65,%0(33)))) = true]

Sei also z € T(Ec)nat beliebig mit dge(x, dgouste (Onarf(x))) = true, dann gilt

8ge(020ee(), Saouvie (Onatf (Tayee (7))
= 0ge(05uee (), Odoubte (Osuce (Onatf(x))))
=94
0g

(62
ge( gu('('( )? sucr(adOUble(ahalf(l‘))))
el

%, Odouble (Onaf ()))
= true

Aufgabe 8.5 (Nicht-Aquivalenzmodell)

Definieren Sie ein Nicht-Aquivalenzmodell N von AXgy mit N [ Vz : nat. =z = succ(x) (vgl. Ubung
3.6.1.(1)).

L6ésungsvorschlag:

Sei N = (N, v) mit
Nbool = {TaF}
Nnat - N U {D},
Vipwe = T, Vfalse = F, vy =0,

(n) n+1l, neN
Vsuce\TV) = P
0, sonst

n—1, neN\{0}

Vpred(n) = Oa n=20 )
[, sonst
( ) T, n=m
Veg(n,m) = ,
“ F, sonst

n, b=T

vir(b,n,m) = {

Offensichtlich gilt N = AXgm. Weiter gilt U = 0succ(0) = N [ Vo @ nat. -z = succ(z) = N [ Thp =
N ist Nicht-Aquivalenzmodell.

m, b=F

Aufgabe 8.6 (Programme, Axiome, Modelle)
Sei das funktionale Programm P = (F},s) gegeben durch

function plus(z,y : nat) : nat <
if x = 0 then y else 1 + plus(z — 1,y) fi.

Sei weiter die X-Algebra A = (A, «) gegeben durch
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Avool = {T,J_}
Apae = {2']i€N}
Qprye = T
Qfalse = L
ag = 1
Qsyee(n) == nx2
o) = 4 "
T, falls n =m
aeq(n,m) = { L falls 1 m
n, falls b=T
a;f(b,n,m) = { o e L
Aprus(n,m) == nxm

Beweisen oder widerlegen Sie:
(a) A ist ein Aquivalenzmodell von AXp ., .
(b) Aist ein Standardmodell von AXp, ..

Losungsvorschlag:
Wir zeigen, Mp ~5 A. Dazu definieren wir ¢ : M — A mit
o(true) = T, ¢(false) = L und ¢(succ™(0) = 2".
Die Abbildung ist offensichtlich bijektiv. Wir zeigen, dass ¢ ein %-Homomorphismus ist:

¢(Mfalse) = qb(false) =1l= Qfalse
¢(,utrue) = ¢(true) =T = Qrue

P(po) = 0(0) =1=ap
O (psuce(succ™(0))) = (Succ”'H(O)) 2" = e (2") = Qguee(O(succ™(0)))
¢(/J’P7ed( )) (0) p’r‘ed(l) = apred(d)(o))

Spprea(succ™™(0))) = ¢(succ™(0)) = 2" = aprea(2"™) = aprea(@(succ™™(0)))
B (pprus (succ™(0), succ™(0))) = d(succ™™(0)) = 2" = apius(27,2™) = aprus(d(succ™(0)), ¢(succ™(0)))
O (peq(succ™(0), succ™(0))) = ¢(false) = L = aeq(27,2™) = ateq(P(succ™(0)), p(succ™(0))) wenn m # n
O(peq(succ™(0), succ™(0))) = ¢(true) = T = @eq(2",2") = aeq(@(succ™(0)), @(succ™(0)))
P(hif (1 paise, suce™(0), succ™(0))) = p(succ™(0)) = 2" = aip (L, 2™, 2%) = aif(d(pfaise ), p(suce™(0)), p(succ™(0)))
G (i f (ttrue, succ™(0), succ™(0))) = ¢(succ™(0)) = 2™ = aif (T, 2™, 2") = @if(¢(ptrue), d(succ™(0)), p(succ™(0)))

Damit ist ¢ ein X-Isomorphismus und es gilt Mp ~5 A. Also ist A ein Aquivalenzmodell und ein
Standardmodell.



