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Aufgabe 5.1 (Fixpunkte)

Gegeben sei die Funktionsprozedur Fmodifac =

function modifac(x : nat) : nat ⇐ if x = 0
then modifac(0)
else x⊗modifac(pred(x))

fi.

(a) Stellen Sie zu dieser Funktionsprozedur eine Fixpunktgleichung der Form φ = RF JφK für φ ∈ {N→
N ∪ {⊥}} auf. Bestimmen Sie die Lösungen dieser Gleichung, wenn Sie das Zeichen ⊗ in obiger
Funktionsprozedur als die übliche Multiplikation interpretieren. Sie brauchen keinen Nachweis zu
führen, dass Ihre Aufzählung alle Lösungen beinhaltet.

Lösungsvorschlag:

φ(n) =

{
φ(0), falls n = 0
n⊗ φ(n− 1), sonst

Menge der Lösungen für diese Gleichung: {ωN→N∪{⊥}} ∪ {facn|n ∈ N} wobei facn : N→ {⊥} mit

facn(m) = n ·m!. Man beachte: n⊗m =

{
n ·m, für n,m ∈ N
⊥, sonst

(b) Wie lautet der kleinste Fixpunkt von RF bezüglich der Relation vN→N∪{⊥}?

Lösungsvorschlag:

kleinster Fixpunkt ist ωN→N∪{⊥}.

Aufgabe 5.2 (Fixpunkt einer Iterationsfolge)

Sei P = 〈F 〉 ein funktionales Programm mit F =

function f(x : nat) : nat ⇐ if x = 0
then 0
else if x = 1

then f(x+ 2)− 1
else 1 + f(x− 2)

fi
fi,

wobei x + 2 abkürzend für succ(succ(x)) und x − 2 für pred(pred(x)) steht. Bestimmen Sie für das
Funktional RP des Programms P die Iterationsfolge 〈φi〉i∈N sowie den kleinsten Fixpunkt φ = fixRP

von
RP (vgl. 2.3.11.(i)).
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Lösungsvorschlag:

nach Definition 2.3.15 gilt: RP JφK = RF JφK mit RF JφK(n) = d(φ)[x/n](Rf ).

Es gilt: d(φ)[x/n](Rf ) = δif (δeq(n, 0), 0, δif (δeq(n, 1), δpred(φ(δ2succ(n))), δsucc(φ(δ2succ(n)))))

Das kann man vereinfachen zu: d(φ)[x/n](Rf ) =


∅, falls n = ∅
0 falls n = 0
δpred(φ(δ2succ(n))) falls n = 1
δsucc(φ(δ2succ(n))))) sonst

Damit haben wir das wir das Funktional bestimmt.

Zur bestimmung der Iterationsfolge geben wir zuerst einige Elemente an, geben dann eine Vermutung für
die allgemeine Form an, die wir anschliessend beweisen.

φ0(n) = ∅

φ1(n) =


∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
∅, sonst

φ2(n) =


∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
1, falls n = 2
∅, sonst

φ3(n) =



∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
1, falls n = 2
2, falls n = 4
∅, sonst

φ4(n) =



∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
1, falls n = 2
2, falls n = 4
3, falls n = 6
∅, sonst

Es ergibt sich allgemein die folgende Vermutung:

∀i ∈ N.∀n ∈ Dnat.φi(n) = ψi(n)︸ ︷︷ ︸
P (i)

mit ψi(n) =

{
succm(0), falls n = succ2m(0) und m < i

∅, sonst

Wir beweisen dies durch natürliche Induktion über i:

Basisfall P (0): ⇒ φ0(n) = ∅ ∧ ψ0(n) = ∅
√

.

Schrittfall P (n)⇒ P (n+ 1): φi+1(n) = RF JφiK (n) =︸︷︷︸
IH

RF JψiK (n) =


∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
δpred(φ(δ2succ(n))) falls n = 1
δsucc(φ(δ2succ(n))))) sonst
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Wir müssen also zeigen ψi+1(n) =


∅, falls n = ∅
0, falls n = 0
δpred(φ(δ2succ(n))) falls n = 1
δsucc(φ(δ2succ(n))))) sonst

Fall n = ∅: ψi+1(n) = ∅
√

Fall n = 0: 0 < i+ 1 und n = succ2·0(0)⇒ ψi+1(0) = 0
√

Fall n = 1: ⇒ δ2succ(n) = 3 ⇒ es gibt kein m ∈ N mit δ2succ(n) = succ2m(0) ⇒ ψi(δ2succ(n)) = ∅
⇒ δpred(ψi(δ2succ(n))) = ∅
Wir müssen also zeigen: ψi+1(n) = ∅ n = 1 ⇒ es gibt kein m ∈ N mit n = succ2m(0)
⇒ ψi+1(n) = ∅

√

Fall n 6= ∅ ∧ n 6= 0 ∧ n 6= 1:

Fall ∀m ∈ N.n 6= succ2m(0): ⇒ ψi+1(n) = ∅ und δsucc(ψi(δ2pred(n))) = ∅
Fall n = succ2m(0) für ein m ∈ N und m < i+ 1: ⇒ ψi+1(n) = succm(0) weiter gilt:

δsucc(ψi(δ2pred(n))) =︸︷︷︸
n≥2

δsucc(ψi(succ2(m−1)(0))) =︸︷︷︸
m−1<i

δsucc(succm−1(0)) = succm(0)

Fall n = succ2m(0) für ein m ∈ N und m ≥ i+ 1:

⇒ ψi+1(n) = ∅, δsucc(ψi(δ2pred(n))) = ∅. Also ψi+1(n) = δsucc(ψi(δ2pred(n)))

⇒ Induktion abgeschlossen ⇒ ∀i ∈ N.φi = ψi

⇒ kleinster Fixpunkt φ(n) =

{
succm(0), falls n = succ2m(0) für ein m ∈ N
∅, sonst

Aufgabe 5.3 (Ordnung zwischen semantischen Funktionen)

Sei P = 〈 function fie(x, y : nat) : nat ⇐ succ(x),

function foo(x, y : nat) : nat ⇐
ifnat(eq(x, y), succ(y), succ(x)) 〉.

Vergleichen Sie δP,fie und δP,foo bezüglich vDnat,nat→Dnat
(vgl. Übung 2.3.12).

Lösungsvorschlag:

Die Funktionen nehmen folgende Werte an:

x y δP,foo(x, y) δP,fie(x, y)
∅ ∅ ∅ ∅
∅ t 6= ∅ ∅ ∅

t 6= ∅ ∅ ∅ δsucc(t)
t 6= ∅ s 6= ∅ δsucc(t) δsucc(t)

Damit gilt also, ∀d ∈ Dnat. δP,foo(d) vDnat
δP,fie(d) und damit δP,foo vDnat,nat→Dnat

δP,fie
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Aufgabe 5.4 (evalP -Auswertungen)

Zeigen Sie unter Verwendung von Übung 2.3.2.(iv), dass für alle f ∈ Σ(P )w,s mit w = s1 . . . sn, alle
t1 . . . tn ∈ T (Σ(P ))w und alle i ∈ {1, . . . , n} gilt: Aus evalP (ti) = ∝ folgt evalP (f(t1, . . . , tn)) = ∝ oder
evalP (f(t1, . . . , tn)) = evalP (f(t1, . . . , ti−1, t, ti+1, . . . , tn)) für alle t ∈ T (Σ(P ))si

(vgl. Übung 2.4.1).

Lösungsvorschlag:

Es gilt: evalP (ti) = ∝⇒ semop JP K (ti) =∝⇔ semdn JP K (ti) =∝⇒ DP (ti) = ∅si
Da nach Lemma 2.3.15

DP monoton ist, ist auch δP,f monoton. Mit Übung 2.3.2.(iv) gilt dann für jedes t ∈ T (Σ(P ))si :

(1): δP,f (Dp(t1), . . . ,∅si
, . . . , DP (tn)) = ∅s oder

(2): δP,f (DP (t1), . . . ,∅si
, . . . , DP (tn)) = δP,f (DP (t1), . . . , DP (t), . . . , DP (tn)).

(1): In diesem Fall ist Dp(f(t1, . . . ,∅si
, . . . , tn)) = ∅s, also ist semdn JP K (f(t1, . . . , tn)) =∝ und damit

semop JP K (f(t1, . . . , tn)) =∝, also folgt evalP (f(t1, . . . , tn)) = ∝

(2): In diesem Fall istDp(f(t1, . . . ,∅si , . . . , tn)) = Dp(f(t1, . . . , t, . . . , tn)), also ist semdn JP K (f(t1, . . . , tn)) =
semdn JP K (f(t1, . . . , t, . . . , tn)) und damit semop JP K (f(t1, . . . , tn)) = semop JP K (f(t1, . . . , t, . . . , tn)),
also folgt evalP (f(t1, . . . , tn)) = evalP (f(t1, . . . , t, . . . , tn))

Insgesamt folgt also die Behauptung.


