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Aufgabe 5.1 (Fixpunkte)

Gegeben sei die Funktionsprozedur Fp,odifac =

function modifac(x : nat) :nat < ifz=0
then modifac(0)
else z @ modi fac(pred(z))
fi.

(a) Stellen Sie zu dieser Funktionsprozedur eine Fixpunktgleichung der Form ¢ = Rp[4] fiir ¢ € {N —
N U {Ll}} auf. Bestimmen Sie die Losungen dieser Gleichung, wenn Sie das Zeichen ® in obiger
Funktionsprozedur als die iibliche Multiplikation interpretieren. Sie brauchen keinen Nachweis zu
fiihren, dass Ihre Aufzidhlung alle Losungen beinhaltet.

Losungsvorschlag:
b(n) = #(0), falls n =20
"= n®¢(n—1), sonst

Menge der Lésungen fiir diese Gleichung: {wy_nug1y} U {facs|n € N} wobei fac, : N — {1} mit
n-m, firn,meN

fac,(m) =n-m!. Man beachte: n @ m =
1, sonst

(b) Wie lautet der kleinste Fixpunkt von Rp beziiglich der Relation Ey_nug117?

Loésungsvorschlag:

kleinster Fixpunkt ist wy_nu{1y-

Aufgabe 5.2 (Fixpunkt einer Iterationsfolge)

Sei P = (F) ein funktionales Programm mit F' =

function f(x:nat) :nat <« ifzx=0
then 0
elseif x =1
then f(z+2)—1
else 1 + f(z —2)
fi
ﬁ7

wobei x + 2 abkiirzend fiir succ(suce(z)) und x — 2 fiir pred(pred(z)) steht. Bestimmen Sie fiir das
Funktional Rp des Programms P die Iterationsfolge (¢;);en sowie den kleinsten Fixpunkt ¢ = fizy , von
Rp (vel 2.3.11.(1)).
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Loésungsvorschlag:

nach Definition 2.3.15 gilt: Rp[¢] = Rr[¢] mit Re[o](n) = d(d)[z/n](Ry).
Es gilt: d(¢)[z/n](Ry) = 0if(deq(n,0),0,0:f(deq(n: 1), Oprea(d(0Zuce(12))); Ssuce(d(07uee(1)))))

, falls n = @

falls n =
Das kann man vereinfachen zu: d(¢)[z/n](Ry) = 0 ) alls n =10
5P7'€d(¢(6succ(n))) falls n =1

(=9

suce(@(03ucc(n)))))  sonst

Damit haben wir das wir das Funktional bestimmt.

Zur bestimmung der Iterationsfolge geben wir zuerst einige Elemente an, geben dann eine Vermutung fiir
die allgemeine Form an, die wir anschliessend beweisen.

¢0(n) =g
g, fallsn=0o
$1(n) =40, fallsn=0
<, sonst
g, fallsn=o
0, fallsn=0
92(n) = 1, fallsn=2
<, sonst
g, fallsn=0
0, fallsn=0
¢3(n) =41, fallsn=2
2, fallsmn=4
<, sonst
g, fallsn=o
0, fallsn=0
1, fallsn=2
da(n) = 2, fallsm=4
3, fallsm=6
g, sonst

Es ergibt sich allgemein die folgende Vermutung;:

m fall — 2m .
Vi € N.Yn € Dyge.h(n) = hi(n) mit h;(n) = {succ (0), falls n = succ®™™(0) und m < i

P(i)

J, sonst

Wir beweisen dies durch natiirliche Induktion iiber i:

Basisfall P(0): = ¢o(n) = @ Ao(n) = @v/.

falls n = @
fallsm =0
Opred(d(02ucc(n)))  fallsn =1
dsuce(B(034ce(n)))))  sonst

=

Schrittfall P(n) = P(n+1): ¢;11(n) = Rp [¢4] (n)\zf/iﬁp [w:] (n) =
TH
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a, falls n = @
0, falls n =0
Oprea($(02uce(n)))  fallsn=1
Osucc(P(02ucc(n)))))  sonst

Wir miissen also zeigen ©;1(n) =

Fall n = @: ¢;11(n) = 3/

Fall n =0: 0 <i+1und n = succ®°(0) = 1;41(0) = 0,/

Fall n=1: = 62,..(n) = 3 = es gibt kein m € N mit §2,..(n) = succ®™(0) = ¢;(62,..(n)) = @
= Spredt3(FE e () = &
Wir miissen also zeigen: ¢;11(n) = @ n = 1 = es gibt kein m € N mit n = succ®™(0)
= tiy1(n) =2/

Falln @ An#0An#1:
Fall Ym € N.n # succ®™(0): = 9;41(n) = @ und 53ucc(wi(5§md(n))) =0

Fall n = succ®™(0) fiir ein m € N und m < i+ 1: = ¢;41(n) = succ™(0) weiter gilt:
2 _ . 2(m—1 _ m—1 _ m
6SUCC(wi(6pred(n)))‘ = Ssuce(Yi(suce ( )(O))) =_ Osuce(succ (0)) = succ™(0)
n>2 m—1<3
Fall n = succ®™(0) fiir ein m € N und m > + 1:

= ¢i+1(n) = ®7631LCC(¢i(512;red(n))) = 2. Also 7v[}i+1(") = 5$uCC(¢i(6]2)red(n)))

= Induktion abgeschlossen = Vi € N.¢; = ¢

succ™(0), falls n = succ®™(0) fiir ein m € N

(%] sonst

= kleinster Fixpunkt ¢(n) = {

Aufgabe 5.3 (Ordnung zwischen semantischen Funktionen)
Sei P = ( function fie(z,y : nat) : nat < succ(z),

function foo(x,y : nat) : nat <
ifnat(eq(x,y), succ(y), suce(x)) ).

Vergleichen Sie dp s und 0p f,, beziiglich Cp,, ... —p,., (vgl. Ubung 2.3.12).

nat

Losungsvorschlag:

Die Funktionen nehmen folgende Werte an:

< Y 5P,f00(x> Y) 5P,ﬁe(xa Y)

%] %) %] %)

o |t£o o Z]
t£o | o Iz Suee(d)
170 | 5720 | Somel® | Sunesld

Damit gilt also, ¥d € Dyat- 0p foo(d) Ep,,,, Ip,fie(d) und damit 6p foo ED,10r par—Doae OP,fie
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Aufgabe 5.4 (eval p-Auswertungen)

Zeigen Sie unter Verwendung von Ubung 2.3.2.(iv), dass fiir alle f € X(P),. s mit w = 81 ...5,, alle
t1...ty € T(X(P))y und alle i € {1,...,n} gilt: Aus evalp(t;) = o folgt evalp(f(t1,...,t,)) = oc oder
evalp(f(t1,...,tn)) = evalp(f(t1,...,ti—1,t, tix1,-..,ty)) fiir alle t € T(X(P))s, (vgl. Ubung 2.4.1).

Losungsvorschlag:

Es gilt: evalp(t;) = ox= semoy, [P] (t;) =oce semay [P] (t;) =oc= Dp(t;) = D5, Da nach Lemma 2.3.15

Dp monoton ist, ist auch dp s monoton. Mit Ubung 2.3.2.(iv) gilt dann fiir jedes t € T (X(P))s,:

(1): 0pf(Dp(t1),....Ds;,...,Dp(tn)) = T oder

(2): 6pf(Dp(t1),....Ds;,--.,Dp(tn)) =0ps(Dp(t1),...,Dp(t),...,Dp(ty)).

(1): In diesem Fall ist D,(f(t1,...,Ds;s...,tn)) = Dy, also ist semay [P] (f(t1,-..,tn)) = und damit
semqp, [P] (f(t1,. .., t,)) =o, also folgt evalp(f(t1,...,t,)) = x

(2): Indiesem Fallist Dy, (f(t1,...,Ds;y---stn)) = Dp(f(t1, ... t, ..., 1)), alsoist semay [P] (f(t1,...,tn)) =
seman [P] (f(t1,...,¢,...,ty)) und damit semep, [P] (f(t1,...,tn)) = semep [P] (f(t1,.. ., t, ..., tn)),
also folgt evalp(f(t1,...,tn)) = evalp(f(t1, ..., t, ... tn))

Insgesamt folgt also die Behauptung.



