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Aufgabe 4.1 (Flache Halbordnungen)

Sei (E;, Cg, )1<i<n+1 eine Familie flacher Halbordnungen mit L g, als jeweils kleinstem Element, sowie

pE{EL x...x E, — Ep41} mit n > 0. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn n = 0, dann ist ¢ monoton.

Lésungsvorschlag:

folgt fiir n = 0 aus (e).

(b) Wenn n = 1, dann ist ¢ monoton gdw. ¢(Lg,) = Lg, , oder ¢(e1) = e fiir ein e € E, 1, und alle
e1 € Fy gilt.

L6sungsvorschlag:

folgt fiir n =1 aus (e), da ¢(Lg,) € Es.

(c) Falls n > 1 und ¢ monoton ist, gilt entweder ¢(Lg,,...,Lg,) = LEg, , oder ¢(ey,..., e,)
=efiirein e € B, und alle (e1,...,e,) € By X ... X E,.

L6sungsvorschlag:

Sei n > 1 und ¢ monoton.
Fall (Lg,,...,LE,) = L,t1: = Behauptung trivialerweise erfiillt
Fall qs(J‘El’ ) J_En) 75 Lt (*)

Vier,...,en) € By X ... X Ep(Lp,...,Lg ) C (e1,...,e,) Monotonie
= ¢(Le,--sLle,) Cog1 dler, ... en) Voraussetzung (*) und C,, 14 flach
= (ZS(J_EN...,J_E"):¢(61,...,€n) ¢(J—E17-'-7J—E7L)€En+1
= HGEEH+1.¢(€1,...,€7L):€

(d) Die Umkehrung zu (c) gilt nicht. Also kann ¢ fiir n > 1 so gew#hlt werden, dass ¢(Lg,,...,Llg,) =
1E,,, gilt und ¢ nicht monoton ist.

L6ésungsvorschlag:

Wihlen =2 F) = Es = {L,*},¢: (L, L) — L, (%, L) — (L, %) — x, (x,%) — L.
¢ ist offensichtlich nicht monoton.

(e) ¢ ist monoton gdw. fiir alle ¢ € {1,...,n} und fir alle (e1,...,e,) € E1 x ... X E, entweder

pler,...,ei—1, Le,€ip1,...,en) = Lg,., oder ¢(er,...,ei—1, LE,,€ip1,...,6n) pler,. .. en)
gilt.
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L6ésungsvorschlag:

»=—" Sei ¢ monoton, wihle (e1,...,e,) € E1 X ... x E, und i € {1,...,n} beliebig.
Fall ¢(ey,...,e;—1,LE,,€it1,...,6n) = Lpi1: die Behauptung ist erfiill
Fall (eq,...,ei—1,LE,,€iy1,...,en) # LEs1: (%)

(81,...,ei_17LEi,€i+1,...,6n> EEnJrl (61,...,en) ¢m0n0ton
= gb(el, e, €1, J_E,i,e,'_,_l, ... ,en) EEn+l (;5(61, cey €n) EEn+1 flache Halbord-
nung, (*)
= ¢(617'"7ei71aJ-Eivei+17"';en) = ¢(613"'76n)

w<=" Seieni € {1,...,n} und Vey,...,e, € E1 X ... X Ey,:
entweder  é(e1,...,€i—1,LE,€it1,--yn) = Lni1

oder ¢(€17 ot L e, ,en) = ¢(61, sy 61,64, €441, .. -76n)

zZu zeigen: ¢ ist monoton.

Seien also (e1,...,e,),(d1,...,dy,) beliebig mit (eq,...,e,) C (d1,...,dy)
= Vi€{17...,n}€i EEL d;
=  VYie{l,...,n}e;=d;odere; = Lg, (1.).
E; flach

Fall ¢(e1,...,en) = L, ;¢ = d(e1,...,en) Eg, ., d(e1,...,6,),denn L, | ist kleinstes Ele-
ment.

Fall ¢(e1,...,e,) # Lp, ,+ mit Voraussetzung

= d)(@l,...,€i_1,J_E“6i+1,...,€n) = qb(el,...,ei_l,ei,ei+1,...,en) (2)

Sei m < n. m-fache Anwendung von (1.) ergibt

(61,...76n) = (dla-"7dj171)Lj17dj1+17-'-adj,,LflaJ-jnﬂdj.,,rFlw"dn)
= ¢(81,...,6n)
¢(d1a---7dj1—laJ—j1adj1+1a-~-adjm—17J—jmadjm+17~--adn) (2)
¢(d17'-'7dj1—15dj1;dj1+17~'-adjm—laj—jm;djm-‘rlv'"7dn)

m — 1-mal (2.)
= ¢(d1, - 7dj1—1a djladjl—i-l: . 7djm—17 djmvdjm,-‘rla Ceey dn)
= ¢(dy,...,dn)
= oler,...,en) =¢(dy,...,dy) T, reflexiv
= ¢(€17...,€n) En+1 ¢(d1,,dn)

Aufgabe 4.2 (strikte Funktionen)
Bestimmen Sie alle strikten Funktionen der ¥(BM)-Algebra Dy (vegl. Ubung 2.3.5.(i)).

L6ésungsvorschlag:

® Jsuces Opred, Oeq sind strikt.
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e Fiir dg, Otrue, Ofalse 1St strikt nicht definiert.

e 0y ist nicht strikt, da dir(true, 0, Spnat) # Dnat-

Aufgabe 4.3 (Striktheitslemma)
Zeigen Sie, dass jede strikte Funktion monoton ist (vgl. Lemma 2.3.4, Striktheitslemma; Ubung 2.3.5.(ii)).

L6sungsvorschlag:

Sei (E;,Cg,)1<i<n+1 eine Familie flacher Halbordnungen, sei ¢ : E1 X ... X E, — E,41 eine strikte
Funktion. Wir zeigen die Monotonie von ¢:

Seien (61, .. .,en), (dl, .. .,d ) (Ez, g, )1§i§n beliebig mit (61, .. .,en) EE1><...><En (dl,. .. ,dn) =Vie
{1,,n}€2 EEl dl

Fall Vi € {1,...,n}.e; # Lg,;:

Cg, flach = Vi € {1,...,n},ei:di
= ¢len,....en) = (dy,...,dy)
Cg,., reflexiv. = oler,....en) Eg, .y ¢(d1,...,dy)
Fall 3i € {1,...,n}.e; = Lg: = oler,....,en)=1pg,., Cg,., ¢di,...,dy)
i N——
¢ strikt - ein

stes Element

AUfgabe 4.4 (Halbordnung auf Funktionen)

Sei D eine Menge, und sei (E,Cg) eine Halbordnung mit | als kleinstem Element. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen (vgl. Ubung 2.3.6):

(a) wpg Cp_g ¢ fur alle Funktionen ¢ € {D — E},

L6sungsvorschlag:

Sei d € D beliebig = ¢(d) € E = Lg C ¢(d) (da Lg kleinstes Element) = w(d) C ¢(d) (da
w(d) = Lg) = w C ¢ (da d beliebig)

(b) ¢ =1 gdw. ¢ Cp_g ¥ Cp_ g ¢ fiir alle Funktionen ¢,9 € {D — E},

Losungsvorschlag:

Sei d € D beliebig.

¢=1
< o(d) =¢(d) denn (E,Cg) ist reflexiv
< ¢(d)Cg Y(d) Cg ¢(d) denn d ist beliebig
= ¢ CpoE 1/1 Cp-E ¢

(¢) {D — E},Cp_pg) ist eine Halbordnung mit wp_, g als kleinstem Element.

Loésungsvorschlag;:

Ziel Cp_ g ist reflexiv: folgt aus (b)
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Ziel Cp_. g ist antisymmetrisch: folgt aus (b)

Ziel Cp_. g ist transitiv: Seien ¢ Cp_.gp ¥ Cp_g x und d € D beliebig = ¢(d) Cg
= ¢(d) Cg x(d) (denn (E Cg) ist eine Halbordnung und damit transitiv) = ¢
d beliebig).

Y(d) Cg x(d)
Cp_r X (da

Aufgabe 4.5 (Ketten und Funktionsfolgen)
Gegeben sei die Halbordnung (NU {L},C) mit n & m gdw. n = m oder n = L. Ferner sei (¢;);cn eine
Funktionenfolge mit ¢, € {N — NU{L}} und

n3, falls 10 < n <1,
i\n =
¢i(n) {L, sonst.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass {¢;);cn eine Kette in {N — NU {L}} ist und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls sup, (¢;).

Loésungsvorschlag:

Kette? (¢;)ien ist eine Kette in {N — NU {L}}.

Beweis: zu zeigen Vi, n € N.g;(n) C ¢is1(n).

Fall 0 <n <10: = ¢;(n) = L = ¢i+1(n) = ¢i(n) C ¢it1(n)

Fall 10 < n:
Fall n <i: = ¢;(n) = n3 = ¢i11(n) = ¢;(n) C ¢ir1(n)
Fall n =i+ 1: = ¢i(n) = L, diy1 = n’ = di(n) C ¢ia(n)
Fall i+ 1 <n: = ¢i(n) =L =¢ir1(n) = ¢i(n) E ¢ir1(n)

Insgesamt = ¢i(n) C b1 (1)

Bestimmung des Supremums: Da ({N — N U {L}},C) vollstindige Halbordnung ist (Lemma 2.3.8),
folgt sup,(d;) existiert.

1, falls0 < 1
Behauptung: sup,{¢;) = ¢ mit ¢ : n +— { ; alls 0 <n <10
n°, sonst

Zeige Vi € N.¢; C ¢: also Vn,i € N.¢;(n) C ¢(n).
Fall 0 <n < 10: = ¢;(n) = L C L = ¢(n)
Fall 10 < n:

Insgesamt = ¢;(n) C ¢(n)

Zeige ¢ ist kleinste obere Schranke: Sei ¢ eine beliebige obere Schranke von (¢;)ien-
= Vi,n € N.¢;(n) C ¢(n). Insbesondere gilt also Vn € N. ¢,,(n) C ¢(n). Es gilt aber ¢, (n) =
1, falls0<n<10

n3, sonst

¢ die kleinste ober Schranke = sup;{¢;) = ¢.

, also Vn € N. ¢, (n) = ¢(n) = Vn € N.¢(n) C ¢(n) = ¢ C ¢. Also ist



