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Aufgabe 3.1 (Rekursionsrelation)

Beweisen Sie die Terminierung des folgenden Algorithmus und geben Sie an, welche Funktion dieser
berechnet.

function g (z,y,z : N) : N <

ifz=0
then if x =0
then 0
else g(x - 1vy7y)
fi
else g(z,y,z—1)+1
fi
end

Hinweis: Zeigen Sie die Terminierung, indem Sie eine Rekursionsrelation >, definieren und deren Fun-
diertheit nachweisen (vgl. Beispiele 1.4.1 und 1.4.2 im Buch).

Loésungsvorschlag:

Wir definieren zunichst die Relation R C N3 und zeigen ihre Fundiertheit wie folgt:
(a) (N, >p) ist nach Beispiel 1.3.1.(i) fundiert.
(b) Damit ist auch @ C N? mit
((m1,n1), (M2, n2)) € Q :<= my >y me oder (my = mg und ny >y n2)
nach Satz 1.4.1.(iii) fundiert.

(c) Wir definieren die Abbildung f : N3 — N2 mit f : (z,y,2) — (z,2) und die Relation R C N® wie
folgt:
((z1,91,21), (%2, 2, 22)) € R (f(21,91,21), (22,2, 22)) € Q

Nach Satz 1.4.1.(ii) ist dann auch R fundiert. Es gilt:

((z1,91,21), (x2,Y2,22)) € R x1 >N @2 oder (1 = x5 und 21 >y 22)

Die Betrachtung der rekursiven Aufrufe in g ergibt fiir >,
1. (z+1,9,0) >, (2,y,y) firallez,yeN
2. (z,y,2+1) >4 (x,y,2) firallez,y,zeN

Wegen 4+ 1 >y « (in 1.) und z + 1 >y 2z (in 2.) ist >,C R. Mit Satz 1.4.1.(i) folgt dann aus der
Fundiertheit von R, dass >, fundiert ist. Also terminiert g fiir alle Eingaben (z,y,z) € N3.

Der Algorithmus berechnet iibrigens g : (z,y,2) — z -y + 2.

AUfgab e 3.2 (funktionales Programmieren)

Schreiben Sie ein funktionales Programm P € FP, das
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e cine Funktionsprozedur function exp(x,y : nat) : nat < ... zur Berechnung der Exponentialfunktion
und

e cine Funktionsprozedur function prim(z : nat) : bool < ... zur Uberpriifung, ob eine natiirliche
Zahl prim ist,

enthalt.

L6ésungsvorschlag:

P = <erT07 Fgev Fplusa Ftime37 Fexp, Fminus; Fteilem Fprim27 Fprim>-
Freros Feey, Fplusy Ftimes sind wie in Beispiel 2.1.1 definiert.
Fexp =

function exp(x, y: nat): nat <=
if zero(y)
then 1
else times(x, exp(x, pred(y)), x)
fi

Fminus =

function minus(x, y: nat): nat <=
if zero(y)

then x
else if zero(x)
then 0
else minus(pred(x), pred(y))
fi
fi
Fieiler =

function teiler(x, y: nat): bool <=
if zero(x)
then false
else if x=y
then true
else if ge(x, y)
then false
else teiler(x, minus(y, x))
fi
fi
fi

Fprim2 =

function prim2(x, y: nat): bool <=
if ge(l, y)
then true
else if teiler(y, x)
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then false
else prim2(x, pred(y))
fi
fi

Fprim =

function prim(x: nat): bool <=
if zero(x)
then false
else if zero(pred(x))
then false
else prim2(x, pred(x))
fi
fi

Foxp berechnet ¥, Fiinus berechnet  — y, Fieier ermittelt, ob o Teiler von y ist, Fprim untersucht, ob x
eine Primzahl ist, Fprim2 ist eine Hilfsfunktion fiir Fyyim und testet, ob alle Zahlen zwischen 2 und z — 1
keine Teiler von z sind oder ob eine dieser Zahlen z teilt.

Aufgabe 3.3 (Auswertungsrelation der Basismaschine)

(a) Vervollstindigen Sie den Beweis zu Satz 2.2.1 (i), in dem Sie im Induktionsschritt die Félle ¢ =
pred(t1) und ¢ = eqpqt(t1,t2) betrachten.

L6sungsvorschlag:

Fall ¢ = pred(t1): IH lautet: t; € 7(X¢) < ¢1 € min_. ,,, (T (2(BM))).

t & T(X°), also zu zeigen: pred(t1) € min_, ,,, (7 (3(BM)))

Fall t; =0: = t—py0=t € min_, ., (7(Z(BM)))

Fall t; = succ™(0) mit n > 0: = t— pgprsucc™ 1(0)

Fall t1 & T(X)qe: = (mit TH) Jry € T(Z(BM))pat mit t1—pyr1 = t—papred(r).
Fall ¢ = eq(t1,t2): IH ist Vi € {1,2}.t; € T(X€) & ¢; € min_, ,,, (T (2(BM)))

t € T (X°), also zu zeigen: t € min_, ,, (7 (X(BM))).

Fall ¢1,t € 7(X°): = t—ppb mit b € {TRUE, FALSE} = ¢ ¢ min_, ,,, (7 (X(BM)))

Fall t; ¢ T(X°): mit IH = 3r; € T(X(BM))) mit t1—>pyr1 = t—pumeq(rl,ta) = t ¢
min_. ,, (7 (X(BM))).

Fall ¢t ¢ 7(X¢): analog zum vorherigen Fall.

(b) Vervollstéiindigen Sie den Beweis zu Satz 2.2.1 (ii), in dem Sie im Induktionsschritt die Fille ¢ =
pred(t1) und ¢ = ifs(b, p1,p2) betrachten.

L6sungsvorschlag:

Fall ¢ = pred(t1): Annahme: es gibt s1, so mit t—pars1 und t—parse.

Fall t{ = 0: = s; = so = 0, da nur Regel 2 anwendbar ist.
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Fall ¢; = succ™(0): Dat; € 7T(X°) und damit — pp/-minimal ist, kann Regel 4 nicht angewen-
det werden. Anwendbar ist also nur Regel 3, fiir alle s1, so mit t— g1 und t— g so gilt
also s1 = so

Fall t; & T(X),:: Damit ist ¢1 nicht — gp/-minimal, es gibt also ein v’ mit t;—pgpr’. Auf ¢
ist also nur Regel 4 anwendbar, fiir alle s1, so mit t—pprs1 und t—pgarss gilt also s1 = s

Fall t = if (b, p1,p2):

Fall b € {true,false}: = s; = p;,s2 = pe mit i € {1,2} (Regel 9 und 10 sind die einzig
anwendbaren) = s; = s9

Fall b ¢ {true, false}: = s; = if(b1,p1,p2),52 = if(ba,p1,ps2) (Regel 11 einzig anwendbare
Regel) = b—pyby und b—prbs

es gilt t >7 b, daher ist fiir b die IH anwendbar. = b;— g7 und bo— g oder by = by
= if(b1,p1,p2)—BMmif(r,p1,p2) und if(ba, p1,p2)—Brif(r, p1,p2) oder if(by,p1,p2) =
if (b2, p1,p2)-

Aufgabe 3.4 (Auswertungsrelation fiir Programme)

Beweisen Sie die folgende Behauptung:

Fiir jede Regel der Form

fl,.. oty tn)
f(tl,...,rj,...,tn)’

falls tj —pTy

im Auswertungskalkiil fiir funktionale Programme gilt

fltr, ooty oitn) —p flta, ..oy ty), fallst — 5 7.

L6sungsvorschlag:
zu zeigen: Vi, r € T(X, V).V, ..., t, € T(E V)t =5hr= f(t1,...,t, ..., tn) =5 f(t, ... r oy tn)
Wir beweisen durch Induktion iiber n (Lénge der Ableitung) die dquivalente Aussage:

Vn e NVE,r € T(X,V)Vt1, ... sty €T (S, V)t =% r = flt1,. sty ytn) =5 [, sr . tn)

P(n)

Basisfall P(0): Wir nehmen also an t =% r. = t = r = f(t1,...,t,...,tn) = f(t1,...,7.. o tn) =
f(th...,t,...,tn) H*Pf(th...,’l’,...,tn)

Schrittfall P(n) = P(n+ 1): Annahme: t -5 7 = 3¢ € 7(X,V) mit t =% g und ¢ =5 r

=Sty .oty ty) =5 [ty t,) (1) mit TH
Sty Qoo tn) —pb flti,...,m . ty)  (2) mit Kalkiilregel
t

mit (1) und (2) folgt f(t1,...,t, ... tn) =% f(t1,... 7. tn).
Aufgabe 3.5 (Auswertungsfolgen)
Das Programm P bestehe aus den folgenden Funktionsprozeduren:

function zero(x : nat) : bool < eq(x,0)
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function plus(z,y : nat) : nat <
i.fnat(zero(x), y, succ(plus(pred(z),y)))

function times(z,y : nat) : nat <
ifnat(Z(i'I"O(Z'), Oa plus(times(pred(x), y)7 y))

function inner(x : nat) : nat < inner(succ(x))

function outer(z : nat) : nat < succ(outer(z))

Berechnen Sie durch Angabe der Auswertungsfolgen die Ergebnisse von

(a) evalp(times(0, outer(0))),

Loésungsvorschlag:

times(0, outer(0)) 12
—p if(zero(0),0, plus(times(pred(0), outer(0)), outer(0))) 12

—p if(eq(0,0),0, plus(times(pred(0), outer(0)), outer(0))) 5
—p  if(true, 0, plus(times(pred(0), outer(0)), outer(0))) 9
N Svalp(times(o, outer(0))) = 0
(b) evalp(times(outer(0),0)),
L6ésungsvorschlag:
times(outer(0),0) 12

—p zf(zero(outer( ), 0, plus(times(pred(outer(0)),0),0)) 12
if(eq(outer(0),0), 0, plus(times(pred(outer(0)),0),0)) 12
—p i (eq(succ(oute (0)),0), 0, plus(times(pred(outer(0)),0),0)) 12
f(eg(succ(succ(outer(0))), 0), 0, plus(times(pred(outer(0)), 0),0)) 12

—Pp

= evalp(times(outer(0),0)) =x

(c) evalp(times(succ(0), outer(0))),
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L6ésungsvorschlag:

times(succ(0), outer(0)) 12
—p if(zero(succ(0)),0, plus(times(pred(succ(0)), outer(0)), outer(0))) 12
—p if(eq(succ(0),0),0, plus(times(pred(succ(0)), outer(0)), outer(0))) 6

—p if(false, 0, plus(times(pred(succ(0)), outer(0)), outer(0))) 10
—p  plus(times(pred(succ(0)), outer(0)), outer(0)) 12
—p if(zero(times(pred(succ(0)), outer(0))), outer(0),

r(0
suce(plus(pred(times(pred(succ(0)), outer(0))), outer(0)))) 12

),0
—p if(eq(times(pred(succ(0)), outer(0)),0), outer() ),

succ(plus(pred(times(pred(succ(0)), outer(0))), outer(0)))) 12
—p if(eq(if(zero(pred(succ(0))),0, plus(times(pred(pred(succ(0))), outer(0)), outer(0))), 0),
outer(0), succ(plus(pred(times(pred(succ(0)), outer(0))), outer(0))))

—p ... ausgelassen
—p outer(0) 12

—p  succ(outer(0)) 12

—p  succ(suce(outer(0))) 12

—p

= ;a;/.eﬂp(times(succ(()), outer(0))) =

(d) evalp(egnqt(inner(0), outer(0))),

Losungsvorschlag;:
eq(inner(0), outer(0)) 12
—p eq(inner(succ(0)), outer(0)) 12
—p eq(inner(succ(succ(0))), outer(0)) 12

= ev:ellp (eq(inner(0), outer(0))) =

(e) evalp(ifnat(eqnat(inner(0),inner(0)),0,0)).

L6ésungsvorschlag:
if(eq(inner(0),inner(0)),0,0) 12
—p if(eq(inner(succ(0)),inner(0)),0,0) 12
—p if(eq(inner(succ(sucec(0))), inner(0)),0,0) 12
—p

= .e;/;alp(if(eq(inner(O), inner(0)),0,0)) =x



