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Aufgabe 4.1 (Flache Halbordnungen)

Sei (Ei,vEi
)1≤i≤n+1 eine Familie flacher Halbordnungen mit ⊥Ei

als jeweils kleinstem Element, sowie
φ ∈ {E1 × . . .× En → En+1} mit n ≥ 0. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Wenn n = 0, dann ist φ monoton.

(b) Wenn n = 1, dann ist φ monoton gdw. φ(⊥E1) = ⊥En+1 oder φ(e1) = e für ein e ∈ En+1 und alle
e1 ∈ E1 gilt.

(c) Falls n > 1 und φ monoton ist, gilt entweder φ(⊥E1 , . . . ,⊥En
) = ⊥En+1 oder φ(e1, . . . , en)

= e für ein e ∈ En+1 und alle (e1, . . . , en) ∈ E1 × . . .× En.

(d) Die Umkehrung zu (c) gilt nicht. Also kann φ für n > 1 so gewählt werden, dass φ(⊥E1 , . . . ,⊥En
) =

⊥En+1 gilt und φ nicht monoton ist.

(e) φ ist monoton gdw. für alle i ∈ {1, . . . , n} und für alle (e1, . . . , en) ∈ E1 × . . . × En entweder
φ(e1, . . . , ei−1,⊥Ei , ei+1, . . . , en) = ⊥En+1 oder φ(e1, . . . , ei−1,⊥Ei , ei+1, . . . , en) = φ(e1, . . . , en)
gilt.

Aufgabe 4.2 (strikte Funktionen)

Bestimmen Sie alle strikten Funktionen der Σ(BM)-Algebra DBM (vgl. Übung 2.3.5.(i)).

Aufgabe 4.3 (Striktheitslemma)

Zeigen Sie, dass jede strikte Funktion monoton ist (vgl. Lemma 2.3.4, Striktheitslemma; Übung 2.3.5.(ii)).

Aufgabe 4.4 (Halbordnung auf Funktionen)

Sei D eine Menge, und sei (E,vE) eine Halbordnung mit ⊥E als kleinstem Element. Beweisen Sie die
folgenden Aussagen (vgl. Übung 2.3.6):

(a) ωD→E vD→E φ für alle Funktionen φ ∈ {D → E},

(b) φ = ψ gdw. φ vD→E ψ vD→E φ für alle Funktionen φ, ψ ∈ {D → E},

(c) ({D → E},vD→E) ist eine Halbordnung mit ωD→E als kleinstem Element.

Aufgabe 4.5 (Ketten und Funktionsfolgen)

Gegeben sei die Halbordnung (N ∪ {⊥},v) mit n v m gdw. n = m oder n = ⊥. Ferner sei 〈φi〉i∈N eine
Funktionenfolge mit φi ∈ {N→ N ∪ {⊥}} und

φi(n) :=

{
n3, falls 10 ≤ n ≤ i,
⊥, sonst.

Beweisen oder widerlegen Sie, dass 〈φi〉i∈N eine Kette in {N→ N ∪ {⊥}} ist und bestimmen Sie gegebe-
nenfalls supi〈φi〉.


