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Hausaufgabe mit Lésungsvorschlag 7

Hausaufgabe 7.1 (Grenzen der formalen Verifikation) (8 Punkte)

Gegeben sei das funktionale Programm Pp,s = (Fpiys), wobei Ppys definiert ist durch

function plus(z,y : nat) : nat <
if x =0 then y else 1 + plus(z — 1,y) fi.

Zeigen Sie

(a) Pkom» @kom,la (Pk:om,Z S Tthlus und

(b) Pkomr Pkom,1s Pkom,2 ¢ (AXPplus) -

Dabei sind ¢kom, Pkom,1 und Pkom,2 definiert durch

Ckom = Va,y:nat. plus(z,y) = plus(y, x),
Prom1 = Yy :nat. plus(0,y) = plus(y,0),
Pkom,2 = VY :nat. [Vy:nat.plus(z,y) = plus(y, )

— Yy : nat.plus(suce(x),y) = plus(y, succ(x))].
(vel. Ubung 3.6.1.(ii))

Loésungsvorschlag:

(a) Wir gehen wie in Abschnitt 3.7 des Buches skizziert vor: Zunéichst zeigen wir ogom1 € (AXp,,,. )"

und Qrom,2 € (AXp,,,,)" jeweils durch Induktion.
Damit gilt das Induktionsaxiom @kom,1 A Prom,2 — Pkom in Thp,, und es folgt Yrom € Thp,

lus*®

Zum Beweis von ¢jom,1 € Thp,,,, weisen wir nach, dass die beiden Induktionsformeln
Ykom,1,1 = 0 = plus(0,0)
und

Chkom,1,2 = VY : nat (y = plus(y,0) — suce(y) = plus(succ(y),0))
in (AXp,,,,) sind.

AXp,,, F0=plus(0,0) & ag = aprus(ao, o) = aif(aeq(ao, ag), ao,...) = ag

Also fOlgt Pkom,1,1 € (AXPp )'=

lus

Fir @rom,1,2 € (AXszus)': ist fiir jedes a € A, zu zeigen:
a = apiys(a, ap) — suce(a) = aprus(Asuce(a), o)
Sei also a = aprus(a, ap). Es gilt

Aplus (asucc(a)7 Olo) = Qf (aeq(asucc(a)7 Oéo), Qg, asucc(aplus (apred<asucc(a))7 Oéo)))
- asucc(aplus (CL, Oéo))

= O‘succ(a)
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Damit folgt ¢rom,12 € (AXPpl,us)':~

Da also @rom,1,1 € (AprluS)‘: und @rom,1,2 € (Aprlus)‘: folgt mit dem Induktionsaxiom fiir
PEkom,1 dann Pkom,1 S Tthl,u5~

Fiir den Beweis von @rom,2 € Thpplus erhalten wir nach Generalisierung die beiden Induktionsfor-
meln

Chkom,2,1 = YV : nat suce(plus(0,x)) = plus(0, suce(x)))

und

Ckom,2,2 = VY : nat (Vz : nat suce(plus(y, x)) = plus(y, suce(z)) —

Va : nat suce(plus(suce(y),x)) = plus(suce(y), suce(z))).
Es gilt
Va € Anat- (0pius(ao,a)) = a.
Damit folgt
Ya € Anat~ asucc(aplus(a07 CL)) = asucc(a) = Oplus (Oéo, asucc(a)>

und somit Yrom,2,1 € (AXszus)':~

Fir @rom,2.2 € (AXszus)': ist zu zeigen:

Va : nat (Vb : nat asyce(pius(a, b)) = apius (@, Asyec(b)) —

Vb : nat asucc(aplus (asucc(a)a b)) = aplus (asucc(a); asucc(b)))

Sei also a € A4 beliebig und gelte

Vb : nat asucc(aplus (a; b)) = Qplus (CL, Oésucc(b))

Dann folgt

Aplus(Usuce(@), Asuce(D)) = aif(eq(suce(@), 00); Qsuce (b)), tsuce (Qprus(pred(Xsuce(@)), Csuce(D))))
= suce(Uptus(Upred(Asuce(a)), Asuce(D)))
= suce(Uprus (@, Asuce(D)))
= uce(Usuce(Qplus(a,b)))
= Qsuce(Qif (Qeq(Qsuce(a), @), b, Asuce(Qpus (Qpred(suce(a)),))))
(

= Qsycc aplus(asucc(a)a b))

Also gﬂt Pkom,2,2 € (AXPplus)'=

Mit @rom,2,1 € (AXszus)': und @rom,2,2 € (Apr,“S)‘: folgt mit dem Induktionsaxiom @gom 2 €
Thp,

Wie bereits erwéhnt folgt mit ©rom,2, € Thp,,,. und Yrom,1 € Thp,,,, dann @rem € Thp,,,, nach
dem Induktionsaxiom.

lus*®

Wir betrachten die Alebra A aus Beispiel 3.6.1. Es gilt A = AXp,,,, . Weiter gilt apus(1.5,0.5) =
1.5 # —0.5 = apys(0.5,1.5), also A = @rom

Wir verdnderen die Definition von ay,s wie folgt:

(n—m)+2 ,fallsné¢N

n—+m , sonst

Qprys(n, m) = {

Der Beweis fiir A = AXp, .
Nun gilt aprus(0,0.5) = 0.5 # 2.5 = apys(0.5,0), also A B ©rom,1-

SchlieBlich gilt Vm : nat apus(l,m) = 1+ m = apus(m, 1), aber apps(2,0.5) = 2.5 # 0.5 =
Qpius(0.5,2), also A = Yrom, 2.

erfolgt analog zu dem im Beispiel.
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Hausaufgabe 7.2 (Induktionsaxiome) (5 Punkte)

Seien Pplus und @pom wie zuvor definiert. Weiter sei INDp,, . die Menge aller Formeln der Form

P[z/0,y/0]
A Va,ynat (Yz/0,y] — Pl2/0,y/succ(y)])
Y,y : nat (Vz : nat Y[z, y/z] — Ylz/suce(x),y/0])

A N,y :nat (Vz:nat Plx,y/z] Ala/suce(z),y] — Y|z/suce(x), y/suce(y)])
— Va,y :nat Plz,yl,

>

mit Y[z, y] € F(X,V), 2,y € Voo und Vi (Y[, y]) = {z,y}.

(a) Zeigen Sie INDp,,,, C Thp,

lus*®

Loésungsvorschlag:

Wir betrachten die lexikographische Ordnung > C 7 (X¢)2 , x 7(¥¢)2,, mit

nat
(n,m) > (n’,m’) & n = succ(n’) oder (n =n' und m = succ(m'))

Mit Satz 1.4.1 (iii) ist > fundiert, also gilt das Noethersche Induktionslemma:

[Vm m € T (X% nat-
(V0 € T(SVna. (W',m') > (n,m) = ¥z/n’,y/m’] € Thp,,..)
= vlw/n,y/m) € Thp,,,]
= Vn,m € T(X)nap[x/n,y/m] € Thp,,,

Die Bedingung (n',m’) > (n,m) kann man nun in die verschiedenen Fille aufteilen:

$[2/0,y/0] € Thp,,,, A
Vm € T(S)nat- (¥[2/0,y/m] € Thp,,, = ¥[z/0,y/succ(m)] € Thp,,,. )

¥n € T (5 nat- (V1 € T (S nar. Pla/n, y/l] € Thp,,. = v[z/succ(n),y/0] € Thp,,, )A

Vn,m € T (X nat- (VI € T(X)nat- Y]z /n,y/l] € Thp,,, = ¢[z/succ(n),y/succ(m)] € Thp,,,)
= Vn.m € T(Ec)natqp[x/n? y/m] € Thpp

lus

Dies lésst sich vereinfachen zu:

Y[z/0,y/0]

A VYm € T(5)pnar- (Y[x/0,y/m] — [z /0,y/suce(m)])

A Vn € T(Xat. (VI € T(E)nat- ¥[x/n,y/l] — vlx/succ(n),y/0])

A Yny,m € T (XY nat. (VI € T (X nat- Y[z/n,y/l] — Y[x/succ(n),y/succ(m)])

— Vn.m € T(X)pu¥[x/n,y/m]| € Thp,

lus

(b) Beweisen Sie @gom € Thp

lus *

e unter Verwendung von INDp,

Losungsvorschlag:

Sei A eine beliebige ¥-Algebra mit A = (AXp,,,.)".
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1) A = plus(0,0) = plus(0,0) gilt offensichtlich.
2) Zu zeigen:

v,y : nat (plus(0,y) = plus(y,0) — plus(0, succ(y)) = plus(succ(y),0)) € (AXszus)':
Seien also a,b € A, 4 beliebig und gelte
prus (@0, b) = apius (b, ).

Dann gilt

Wplus (00, Asuce (D)) = Asuce(D) = Qsuce(Aprus (@0, D)) = Asuce(prus (b, 20)) = Aprus (suce(b), o)
3) Zu zeigen:

Va,y : nat (Vz : nat plus(z, z2) = plus(z, x) — plus(succ(x),0) = plus(0, succ(x))) € (AXp,,,,)"

Seien also a,b € A, beliebig und gelte

Ve € Anat- Qprus(a, €) = apius(c, a).

Dann gilt

Aplus (Asuce(@), 00) = Qsuce(Opius(@; 20)) = Csuce(Opius (0, @) = Asuce(a) = prus(0, Asuce(a))
4) Zu zeigen:

Va,y : nat (Vz : nat plus(z, z) = plus(z, x) A plus(suce(x),y) = plus(y, succ(z))

— plus(succ(z), succ(y)) = plus(succ(y), succ(x))) € (AXp,,.)
Seien also a,b € A, beliebig und gelte
Ve € Anat- Qplus(a, €) = aprus(c, a) A aprus (Qsuce(@), b) = prus (b Asuce(a))
Dann gilt.

QAplus (asucc(a)v asucc(b)) = Osucc\Aplus\ A, asucc(b))

(c) Der im Buch angegebene Beweis fiir ¢rom € Thp,
Diskutieren Sie den Unterschied zwischen INDp,

... erfolgt unter Verwendung von Formel (3.7.12).
und (3.7.12) beim Beweis von @gom € Thp,

lus lus*®

Loésungsvorschlag:

Der Beweis im Buch verwendet eine geschachtelte Induktion, wéhrend der hier durchgefiihrte Beweis
die einzelnen Induktionsformeln ohne Induktion beweist. Die hier verwendete Ordnung kodiert quasi
bereits die Induktionsschritte, die im Buch in der geschachtelten Induktion gemacht werden.
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Hausaufgabe 7.3 (Spezifikation und Verifikation) (6 Punkte)

Das funktionale Programm Pyser = (Dset, Finsert) seil durch folgende Datenstrukturdefinition und folgende
Funktionsprozedur definiert:

Dger = structure O, cons(element : nat,rest : set) : set

Fipsere = function insert(n : nat, s : set) : set <
ifs=90
then cons(n, Q)
else if n = element(s)
then s
else cons(element(s),insert(n,rest(s)))
fi
fi

(a) Formulieren Sie durch geeignete Erweiterung des funktionalen Programmes Ps.; durch einen Spe-
zifikationsteil S.; die folgenden Aussagen:

(i) Fiigt man zweimal hintereinander eine Zahl n in eine Menge s ein, so resultiert daraus die
gleiche Menge wie beim einmaligen Einfiigen dieser Zahl n in s.

(ii) Eine Zahl, die noch nicht in einer Menge s vorhanden ist, wird beim Einfiigen in s an das Ende
(der Listenstruktur) gestellt.

Loésungsvorschlag:

Wie definieren folgende Prozeduren fiir den Spezifikationsteil:

function contains(n : nat, s : set) : bool <
ifs=9
then false
else if n = element(s)
then true
else contains(n,rest(s))

fi

Fcontains =

fi

Fost = function last(s : set) : bool <
its=0
then 0
else if rest(s) = ¢
then element(s)
else last(rest(s))
fi
fi

Damit formulieren wir die geforderten Aussagen:
(i) Vn : nat Vs : set insert(n,insert(n, s)) = insert(n, s)
(ii) Vn : nat Vs : set contains(n, s) = false — eq(last(insert(n, s)),n) = true

(b) Geben Sie die Axiomenmenge AXp_, \ AXpn an.

set
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Loésungsvorschlag:
e ¢q(0,0) = true

Vn : natVs : set element(cons(n,s)) =n
Vn : natVs : set rest(cons(n,s)) = s

Yn,m : nat, Vs, t : set eqser(cons(n, s), cons(m, t)) = if(eqnat(n, m), eqset(s,t), false)
element(¢) =0

rest(¢) = ¢

Vn : natVs : set eqget(cons(n, s), Q) = false

Vn : natVs : set eqset(Q, cons(n, s)) = false

Vs, t: set ifser(true,s,t) = s

Vs, t: set ifset(false, s, t) =t

Vn : natVs : set insert(n, s) = Rinsert

(c) Beweisen Sie fiir die unter (i) aufgestellte Formel ¢ die Aussage ¢ € Thp. (Zeigen Sie hierzu
Mp,,, = ¢ mit einem Induktionsbeweis.)

Loésungsvorschlag:

Zu zeigen ist Mp__, = VYn : nat Vs : set insert(n,insert(n,s)) = insert(n,s) Dies ist dquiva-
=4

lent zu Va € T(X)nat- Vb € T(X°) set-Oinsert (@, dinsert(a, b))

insert (@, D). Wir zeigen dies durch

strukturelle Induktion iiber b:

b=23
Es gilt dinsert(a, b) = cons(a, ¢) Damit folgt

6insert (aa 6insert (a7 b)) = 6insert (a7 00718((1, <>))
= cons(a, Q)
= 6inse'rt (a, b)

b = cons(a't’)
Als Induktionshypothese gilt Ve € T (X)nat Jinsert (¢, dinsert (¢, V) = insert(c, V)
Es gilt dinsert(a, Oinsert(a,0)) = dinsert(@; 8if,., (Seq.., (a,a’), s, cons(a’, Sinsert(a,b')))).
Eine Fallunterscheidung tiber d.q,,, (a'a’) liefert:
— beq.., (d'a’) = true
Oinsert (@, 0if.., (Oeq.., (@, @), s,cons(a, Sinsert(a,V')))) = dinsert(a, s)
— deq.., (da’) = false

5insert(aa 5ifsct (56’[15ct (a; a/)v S, COTLS((LI, 6in5€7“t (a’ b/)))) = 6in5€7"t (a’ COTLS(U/, 57;”56” (a7 b/)))
= cons(a'7 6i7Lsert(aa 6insert(a7 b/)))
= cons(a’, dinsert(a,b’))
= (Sinsert (a> b)



