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Hausaufgabe mit Lésungsvorschlag 6

Hausaufgabe 6.1 (COND(t,7)) (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir alle t € 7 (2(P)) gilt (vgl. Ubung 3.1.4):

(a) COND(t,mp) =~ COND(t,m) N COND(t|,p) fiir alle 7 € Ocec(t) und alle p € Occ(t|r), vgl
Definition 1.2.2.

Loésungsvorschlag:

Beweis mit Induktion iiber 7:

Basisfall 7 = e: COND(t,mp) = COND(t,p) ~ TRUE AN COND(t|, p)
=COND(t,e) NCOND(t|¢,p) = COND(t,7) NCOND(t|,p)

Schrittfall 7 = in’: = ¢t = f(t1,...,tn)

Fall f #if: COND(t,ix'p) = COND(t;,w'p) =" COND(t;,n') ACOND(til, p)
= COND(t,ir")y NCOND(t|in, p)
Fall f =4f und ¢ = 1: analog zum vorherigen Fall
Fall f =if und i = 2: COND(t,in’'p) = t1 = true NCOND(ts, 7' p)
\%/tl = true NCOND(to, ") NCOND(ts|rr, p) = COND(t,in") NCOND(t|izs, p)

IH
Fall f =4f und i = 3: analog zum vorherigen Fall

(b) cbv-evalp(t) =ox gdw. COND(t,7) =% TRUE und cbv-evalp(t|;) =c fiir ein 7 € Occ.

Loésungsvorschlag:

»=": es gelte cbv-evalp(t) =ox = fiir ein 7, ndmlich fiir 7 = e gilt:
COND(t,m) =% true und cbv-evalp(t|;) =x

,»<="**: Beweis durch strukturelle Induktion iiber ¢:

Basisfall ¢t € ¢ = Vr € Occ(t).cbv-evalp(t|) #x, die Behauptung gilt also trivialerweise
Schrittfall ¢t = f(t1,...,t,): Seim € Oce(t) mit COND(¢,7) = TRUE und cbv-evalp(t|) =x
und 7 # €
Fall f #if: = COND(t,m) = COND(t,ir") = COND(t;,7n') mit Voraussetzung und
Def. 3.1.4 folgt COND(t;,n') =% TRUE Wegen cbv-evalp(t|;) = cbv-evalp(t;|)
= cbv-evalp(t;|+) =x cbv—evalp(ti)\:/ x = da f #if cbv-evalp(t) =
IH
f=1if und i = 1: analog zum vorherigen Fall
f=if und i =2: COND(t,w) =t; = true A\CON D(tq, ') = cbv-evalp(t;) = true und
COND(ty, ') =% TRUE(1).
Weiter gilt: cbv-evalp(t|;) =x= cbv-evalp(ta]+ ) =x (2).
Mit (1), (2) und IH folgt cbv-evalp(tz) =x. Und da cbv-evalp(t;) = true (s. o.)
cbv-evalp(t) =x.
f=1f und ¢ = 3: analog zum vorherigen Fall
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Hausaufgabe 6.2 (Terminierung) (3 Punkte)

Seien Fiqge_s, Fy und F J'c Funktionsprozeduren mit Figse_s =
function case_s(b: bool, x,y:s):s<«< if b then z else y fi

fiir jede Sorte s. F' J’c entsteht dabei aus FY, indem jedes Funktionssymbol ifs in Fy durch case_s ersetzt
wird. Formulieren Sie notwendige und hinreichende Bedingungen an F fiir

(a) F terminiert call-by-name,

(b) F} terminiert call-by-value.

wenn alle anderen Funktionsprozeduren des Programms call-by-value terminieren (vgl. Ubung 3.1.7).

Losungsvorschlag:

(a) Behauptung: F' JC terminiert call-by-name < Fy terminiert call-by-name

Beweis: wegen 0p case, = 0p,iy, gilt: Es gibt eine fundierte Relation > und einen Fixpunkt von Jg,
mit D(¢)(s*) > D(¢)(o(t*)) fir alle 0 = {z*/t*} mit s* € T(Z(P)), fir alle 7 € Oce(Ry) mit
Rf|lr = f(t*) und o(Ry) Jp 7. < Es gibt eine fundierte Relation > und einen Fixpunkt von Iry
mit D(¢)(s*) > D(¢)(co(t*)) fiir alle o = {z*/t*} mit s* € T(E(P')),, fiir alle 7 € Occ(R}) rnlt
Ryl = f(t*) und o(R}) Jpr 7.

(b) Behauptung: F} ¢ terminiert call-by-value < Fy ist nicht rekursiv

Beweis:

»<="%: offensichtlich, da F’ J’c keine rekursiven Aufrufe enthilt
»=—*: Beweis durch Widerspruch

Annahme: 3m € Occ(Ry).Ry|lm = f(t*)

Ryl = /()

COND(o(R}),m) = TRUE, da R/ keine i f-Terme enthélt

es gibt eine fundierte Relation > und einen Fixpunkt ¢ von J F! mit
q" > D(¢)(0(t")) fiir alle 6 = {z*/q"} mit ¢* € T(X°),, da F} cbv-terminiert.
F'% terminiert cbn gemif Satz 3.1.9.(i) und da F; cbv-terminiert

FJQ terminiert gem#fl Satz 3.1.4

¢ kann w-total gewéhlt werden

D(g)(0(7)) € T(%°)s

q; > q;11Vj € Nmit g5 1= q", giy1 := D($)(0i(t7)), 0; := {z*/q;'}
mit (1) Widerspruch zur Fundiertheit von >

ey
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Hausaufgabe 6.3 (Primitiv-rekursive Funktionen) (2 Punkte)

Wir nennen eine Funktionsprozedur F primitiv-rekursiv gdw. F' nicht rekursiv definiert oder aber von
der Form

function f(x :nat,y1 : $1,..., Yk : Sk) 1 5 <
ifz=0
then g(y1,...,yx)

else h(f(x_lvyla"'ayk)7x_layly"'ayk‘)
fi
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ist, wobei g € X(BM) oder function ¢(y1 : s1,...,Yk : Sg) : $§ < ... primitiv-rekursiv ist und ebenso
h € ¥(BM) oder function h(z : s,z : nat,y; : S1,...,Yk : Sk) : § < ... primitiv-rekursiv ist. Ein
funktionales Programm P heif3t dementsprechend primitiv-rekursiv gdw. jede Funktionsprozedur in P
primitiv-rekursiv ist. Beweisen Sie, dass jedes primitiv-rekursive Programm stark terminiert.

Losungsvorschlag:

Programm P ist primitiv rekursiv
< jede Prozedur F' in P ist primitiv rekursiv
= jede Prozedur F ist normal-rekursiv (vgl. Def. 3.2.5)
= jede Prozedur F in P terminiert stark gdw F cbv-terminiert (Satz 3.2.2).

Wir zeigen, dass jede primitiv-rekursive Prozedur cbv-terminiert:
Seien ¢ ein Fixpunkt, ¢* € T(X)pat X T(X)w, 0 = {zy*/¢*}, m = 31. Dann ist R¢|. = f(z — 1,y").
D(¢) = COND(O(Ry),m) = D(d) = €qnat(q1,0) = false = ¢1 = suce(r).

(al, .. ,ak+1) > (bl, ey bk+1) S ap >T by

(91,925 - -+ qr1) > D(9)(0(x — 1,y7)) = D(¢)(r,y*) = (r,y")
Jede Prozedur F' in P terminiert cbv

P terminiert cbv

TR



