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Hausaufgabe mit Losungsvorschlag 4

Hausaufgabe 4.1 (Stetigkeit eines Funktionals) (1 4+ 2 = 3 Punkte)

Sei (E,Cg) eine vollstdndige Halbordnung, in der jede Cg—Kette endlich ist, und sei ¢ € [E — E].

(a)

Zeigen Sie, dass (¢; o ¢;)ien eine Cp_,g-Kette in [E — F] ist, falls (¢;);en eine Cp_, g-Kette in
[E — E] ist. Hierbei bezeichnet o die Funktionskomposition, also (¢ o ¢)(x) = ¢(é(z)).

Loésungsvorschlag:

zu zeigen: (@; o ¢;)ien ist eine Cp_, g-Kette. Man muss also zeigen:

VieN,e € E: ¢i(¢i(e)) Ep dir1(diri(e)).
Nach Voraussetzung ist (¢;):en eine Kette. Also gilt Vi € Ne € E : ¢;(e) Cg ¢ir1(e) (1.).
Seien i € N und e € E beliebig, so folgt mit (1.) ¢;(¢:(e)) Cg ¢i(di+1(e)) (2.) Da aber ¢;11(e) € E,
folgt aus (1.) auch ¢;(¢dir1(€)) Cg dir1(dir1(e)) (3.). Aus (2.) und (3.) folgt mit der Transitivitét
von Cg: ¢i(di(e)) Cr dir1(divr1(e)). Da i und e beliebig waren folgt: Vi € N.¢y; 0 ¢p; C dir1 0 it
= (¢; o ¢;) ist eine Kette.
Zeigen Sie, dass das Funktional SQ : [E — E] — [E — E] mit SQ[¢] = ¢ o ¢ fur alle ¢ € [E — E]
beziiglich der Relation Cg_, g stetig ist.

Hinweis: zeigen Sie SQ[sup,(¢;)] = sup,;(SQ[¢:]) durch den Beweis von

L. sup,(SQ[oi]) CEr—r SQ[sup;(#:)]
2. SQ[[SUPi<¢i>]] Le_E SuPi<SQ[[¢iﬂ>

Verwenden Sie fiir die zweite Beziehung Lemma 2.3.9. (vgl. Ubung 2.3.8)

Losungsvorschlag:
Zu zeigen: SQ ist stetig.

Monotonie: Wir zeigen zuerst: SQ ist monoton.
Seien also ¢,v¢ € [ — E] beliebig mit ¢ Cip_g] ¥, also Ve € E.¢(e) Cg ¥(e) (1.). Wegen
der Monotonie von ¢ folgt Ve € E.¢(¢(e)) Cg ¢(¢(e)) (2.). Da Ve € Ex)(e) € E folgt aus (1.)
auch Ve € E.¢(¢(e)) Cg ¥(y(e)) (3.). Mit der Transitivitdt von Cg folgt aus (2.) und (3.)
p(d(e)) Ep ¥ (¥(e)). Also gilt SQ[¢] Cp—r SQ[Y].
zu (1):
Vi € N.¢; Cgp_ g sup,{¢;) Monotonie von SQ
= S9[é:] Ep—r SQO[sup,;{¢:)] SQ[sup,(¢:)] obere Schranke
= sup;(SQ[¢i]) Ep—r SQ[sup; ()]

zu (2): Sei e € E beliebig.

SQ[sup;(¢:)](e) Definition SQ
= sup;(¢)(sup;(¢i)(e)) Lemma (2.3.9)
W{ = sup, (¢:) (Px, (€)) Lemma (2.3.9)
= P, (¢, (€)) alle Cp-Ketten endlich
= or(or(e))
= SQ[¢xk](e)
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wobei k1, ko € N und k = max{ky, k2}. Nach (a) ist (SQ[¢;i]):en eine Kette. Und da [E — E]
eine vollstandige Halbordnung ist (siehe Hausaufgabe 6.3), existiert sup,(SQ[¢;]) und es gilt

SQ[or] Cr—k sup;(SQ[¢])

SQ[¢x](e) Er sup,(SQ[a:])(e) (*)
SQ[sup,(¢:)](e) Er sup,(SQ[¢:])(e) e beliebig
SO[sup;(¢:)] Cr—k sup;(SQ[¢:])

LR 2

Hausaufgabe 4.2 (Kleinster Fixpunkt einer Iterationsfolge) (5 Punkte)
Sei P = (F}, F3) ein funktionales Programm mit F; =

function fi(z : nat) :nat < ifx=0
then 0
elseif xr =1
then 0
else 1 + fi(x —2)
fi

und Fy =

function f3(z : nat) :nat < ifx=0
then f5(0)
elseif x =1
then 0
else 1+ f>(fi(z))
fi
fi

)

wobei 1 4 x abkiirzend fiir succ(z) und = — 2 fiir pred(pred(z)) steht. Bestimmen Sie fiir das Funktional
Rp des Programmes P die Iterationsfolge ((¢1,i, ¢2,i))ien sowie den kleinsten Fixpunkt (¢1, ¢2) = firg,
von Rp (vgl. Ubung 2.3.11.(ii)).

Losungsvorschlag:

Wir geben zuerst das Funktional an: Rp = (Rp,, Rp,) mit

RF1 [[¢17¢2]](d) = 6if(6eq(d,0>70v6if(5eq(dv1)a075succ(¢1(5Pred(5pred(d>)))))
Rr [¢1, 2] (d) 0if (Oeq(d, 0), #2(0), i (deq(d; 1), 0, Osuce(d2(¢1(d)))))

, falls d = @
Wir vereinfachen das Funktional zu R, [¢1, 2] (d) = < 0 falls d € {0,1}
6succ(¢1 (6pred (6pred (d)))> ) sonst
a, falls d = @
$2(0), falls d =0
R , d) =
72 [91,#20(9) 0, falls d = 1

Osuce(2(01(d))), sonst

Um die Iterationsfolge zu bestimmen, berechnen wir einige Glieder dieser Folge:
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P1,0(d)=2 P2,0(d)=0
0, fallsde {0,1} 0, fallsd=1
d)= d)=
¢1.1(4) {@, sonst 92.1(d) {@, sonst
0, fallsd 0,1
. falls d €40, 1} 0, fallsd=1
P12(d)=41, fallsde {2,3} $2,2(d)=
<, sonst
<, sonst
0, fallsd 0,1
L fauS d i E’ 31 0, fallsd=1
alls
=4 " ’ d={1, fallsde {2,3
P13 D=Y o s e {4,5) $23(d) alls d € {2, 3}
<, sonst
<, sonst
0, fallsde {0,1
1 fauS de iz ?j 0, fallsd=1
alls
’ ’ 1, fallsde {2,3
$1a(d)={ 2, fallsde {4,5} d2a(d)=1 quS e }4 51
s
3, fallsde {6,7} ’ ’
<, sonst
<, sonst
0, fallsde{0,1}
1, fallsde {2,3} 0, fallsd=1
9, falls d € {4,5 1, fallsde {23
b1,5(d)= 4.5} b2,5(d)= (2.3}
3, fallsde {6,7} 2, falls d € {4,5,6,7}
4, falls d € {8,9} @, sonst
<, sonst
0, fallsde{0,1}
1, fallsde{2,3} 0, fallsd=1
2, fallsde {4,5} 1, fallsde {2,3}
d16(d)=43, fallsde {6,7) da6(d)=4 2, falls d e {4,5,6,7}
4, fallsde {8,9} 3, fallsde {8,9}
5, fallsd e {10,11} @, sonst
<, sonst

Es ergibt sich die Vermutung: ¢1;(d) = 11 ,;(d) und ¢9,(d) = 12,;(d) mit (*)

succl21(0),  fiir £ < 2i und d = succ®(0
biild) = { (0) (0)

<, sonst
a, falls d =0
0 fallsd =1
d) =3, 9,(d) =< , fir 4 > 0.
Yz0(d) Y2i(d) succllog271(0), falls 1 < x < 2i — 2 und d = succ®(0) e

o, sonst

Wir beweisen (*) mit Induktion iiber i:

Basis: ¢)1,0 = ¢1,07 ¢270 = ¢2,0 trivial erfiillt.

Schritt: nach Induktionshypothese gilt ¢1; = V14, ¢2.5 = V2.

Weiter gilt (¢1,i41,?2,i+1) = (R, [01,i5 62,1, Re, (61,4, ¢2,i]])\:/(RF1 [¥1,i,¥2,4], Ry [¥1,4, ¥2,4])
TH
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Also bleibt lediglich zu zeigen:

L i1 = Rp [,
2. Yoit1 = Rp[tie, vl

zu 1.: Fallunterscheidung iiber d (orientiert sich an Rp,)

Fall d = @ : = 1,11(d) = @ = Rp, [th1,i, V2]

Fall d € {0, 1}: = ’L/Jl,i+1(d) =0= RFl [[wl,i;'l/)liﬂ

Fall sonst (d = succ®(0) mit = > 1):
Re Y1, 2,4] = Gsuce(¥1,i(05,ea(d))) = suce(Pr,i(succ™(0))) = (*)
Fall  — 2 < 2i: (x) = 58ucc(suchmT_2J 0)) = succlz1(0)).

Y1,i4+1(d) = Y1541 (succ™(0)) = succl31(0))
w<2i4+2=2(i+1)
Fall x —2 > 2i: (%) = @.

V1,41 (succ®(0))
@>2(i+1)

zu 2.: Fallunterscheidung iiber d (orientiert sich an Rp,)

Fall d = J: 1/)2,i+1(d) == RF2 IIT/)LZ', 1/1271‘]} (d)
Fall d = 0: ¢2,41(d) = @ = ¥2:(d) = Rp, [1,i, 2, (d)
Fall d =1: 1Z127i+1(d) = 0 = RF2 [{1/}171‘,1/}271‘]] (d)
Fall sonst (d = succ®(0) mit z > 1): Fallunterscheidung iiber = in Abhéngigkeit von i + 1:
Fall 2 < 2(i+1) —2: (&2 < 2i)
= 9441 (d) = succl©8271(0)

RE, [, 02,:](d)

Isuce(W2.i(1,i(succ™(0)))) daz < 2i

Ssuce(a.i(succl31(0))) dal<|Z]<i<2i+2(dai>2)
5succ(succ\.10g2 L%JJ (O))

succllog2131141(0))

wir miissen nun zeigen: |logy x| = [log, § + 1
Fall x gerade: |log,|5]|]+1 = [log, §|+1 = [logy x—log, 2|41 = [logy x| —1+1 =
[logy 2
Fall x ungerade: |log,|5|]+1 = [logy(z—1)—logy2|+1 = [logy(z—1)| = |log, x]
= insgesamt [log, x| = [logy|5]] +1
Fall x > 2(i+1)—2: =2 >2i
V2,i+1(d) =
R [¥1,i5 ¥2,i(d) = Ssuce(V2,i(¥1,i(succ(0)))) = dsuce(¥2,i(2)) = &

Daraus ergibt sich folgende Vermutung fiir die Fixpunkte:

d}l(d):{@, falls z = @ Md):{@, falls z € {@,0}

5], sonst |log, x|, sonst

Zu zeigen:

(a) Y1 = sup(Y1,i)ien
(b) 2 = sup(i2.i)ien

(a) Beweis von Vi € N.11 ; C 1 durch Fallunterscheidung iiber d:
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d=9
Y1,i(d) = @ = 11(d)
d = succ®(0) und z < 24
P1,(d) = sucels! (0) = 91(d)
d = succ®(0) und x > 24

1,i(d) = @ C 9i(d)

Sei 11 eine obere Schranke von (¥1,)ien. Zu zeigen: ¢y T ;. Fiir d = succ”(0) gilt offensichtlich
1,5(d) = ¥1(d) und somit ¢ (d) C ¢1(d). Im Fall d = @ gilt 11(d) = @ T ;. Also ist ¢ die
kleinste obere Schranke.

Beweis von Vi € N.1g; T 1o Fiir i = 0 gilt ¢20(d) = @ T 1P(d). Fiir ¢ > 0 zeigen wir die
Behauptung durch Fallunterscheidung iiber d:
d =€ {o,0}
P2,i(d) = @ = 92(d)
d=1

Y2,i(d) = 0 = tp2(d)
d=succ®(0) und 1 <z < 2i—2
a,i(d) = succl'*%2*1(0) = vy (d)
d = succ®(0) und x > 2i — 2
Y2,i(d) = @ C 1p2(d)

Sei 1y eine obere Schranke von (2 ;)ien. Zu zeigen: 1y C Py. Fiir d = succ®(0) mit z > 1 gilt
offensichtlich 12 441(d) = ¥2(d) und somit 12(d) C 9o(d). Im Fall d =€ {@,0} gilt ¢2(d) = @ T 9s.
Also ist s die kleinste obere Schranke.
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Hausaufgabe 4.3 (Aussagen in Dp) (4 Punkte)

Sei P = ( function double(x : nat) : nat <
i frnat(€Gnat(,0), 0, succ(succ(double(pred(x))))),

function half(z : nat) : nat <
ifnat(BQnat(mv O)a

07
i frat(€Gnat(z, succ(0)), 0, succ(hal f (pred(pred(x)))))) ).

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Dp |= [Vn : nat.n = hal f (double(n))],
(b) Dp - [¥n : nat.eqpat(n, hal f (double(n))) = true],
(¢) Dp = [3n : nat.eqnat(n, hal f (double(n))) = false].

Hinweis: Sie kénnen die zum Beweis notwendigen Deutungen der Funktionssymbole hal f und double ohne
Fixpunktiteration oder Losung der Fixpunktgleichung direkt angeben (vgl. Ubung 2.3.14).
Losungsvorschlag:

Es gilt

%] n=g
ddouble = . . Ona = 3 ’
ot (1) {Succ%(o) n = succ®(0) pats (%) {succh (0) n = succ®(0)

(a)
Dp E [Vn : nat.n = hal f(double(n))]
&Va € Dpgt. a = Dp[n/a](hal f(double(n)))
SVa € Dnat~ a = 6half(6double(a))
a = Gnat

6half (5double (gnat)) = 5half (gnat) = Dnat

a = succ®(0)
Onatf (Odousie(succ®(0))) = (Sh,llf(succ2$ (0)) = succ®(0)

Dp [~ [Vn : nat.egpat(n, hal f (double(n))) = true]
Sdx € Doy 6eq(x75half(5d0uble(x))) % true

Sei x = Dnats dann ist 5eq(®nat76half(5double(®nat))) = Dpool 7& true.
(c)

Dp £ [3n : nat.eqpai(n, hal f(double(n))) = false]
<Dp [ [Vn : nat.egnqi(n, hal f(double(n))) # false] & Va € Dyar. Seqpa, (@, Onatf (ddousie(a))) # false



Vorlesung Semantik und Programmverifikation 7 Hausaufgabe mit Losungsvorschlag 4

a = Dpat
5eq,mt (gnatv 5half(6double(®nat))) = Dpool 7& false

a = succ®(0)
Oeqna: (succ(0), Onarf (ddoubie (succ®(0)))) = true # false

Hausaufgabe 4.4 (Linge von evalp und cbv-evalp Auswertung) (2 Punkte)

Sei P ein beliebiges funktionales Programm. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Fiir alle t € T(2(P)) gilt: [t|p > ||t]|p-

Loésungsvorschlag:

Sei t = f(0,pred(0)), und function f(x, y : nat) : nat <= if(x=0, 0, y),
dann ist [t|]p =3 24 =||t]|p

(b) Fiir alle t € T(S(P)) gilt: |t]p > |t]p.

Loésungsvorschlag:

Sei t = f(pred(0)), und function f(x : nat) : nat <= if(x=0, x, 0),
dann ist ||t]|lp =4 25 =|t|p



