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Hausaufgabe mit Lésungsvorschlag 3

Hausaufgabe 3.1 (Unterschied zwischen = und egna;) (8 x 0.5 = 4 Punkte)

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) DpMm E [Vn: nat n = n)

Lésungsvorschlag:

Dpy = [Vn : nat.n = n)

Vn € Dnat-DBZM[n/ﬁ] ': n=mn

Vi € Dyt = i/

also ist auch die urspriingliche Aussage wahr

Lee

(b) Dpm P~ [Vn : nat equar(n, n) = true

Lésungsvorschlag:

Annahme: Dpgys | [V : nat.eq(n,n) = true]
& Vi € Dpat.Dpp[n/7) E eq(n,n) = true
& VN € Dpat-0BM,eq (R, n) = true

Fir i = @q gilt aber: dpapeq(R, 1) = Dpoot # true. = Aussage ist falsch = Dy FE [Vn

nat.eq(n,n) = true)

(¢) DM FE [Vn:nat n =0V n = suce(pred(n)))

Lésungsvorschlag:

& VA € Dygr.n =0 oder 2 = 0syce(Oprea(t))

Fall 72 = @nar: = Osuce(Opred(n)) = Osuce(Pnat) = Dnar/

Fall 7 = 0: Behauptung trivialerweise erfiillt

Fall 2 = succ™(0),n > 1: = Ssuee(Gpred(succ™(0))) = Fsuce(succ™1(0)) = succ™(0)y/
= Behauptung insgesamt wahr

(d) Dpm [ [Vn 2 nat eguat(n, 0) = true V eguas(n, succ(pred(n))) = true

L6sungsvorschlag:

Annahme Dpy = V0 : nat.eqnat(n, 0) = true V eqnat(n, suce(pred(n))) = true

& V7 € Dpgt-Oeqnat (T, 0) = true oder deq nat (7, Osuce(Opred())) = true
aber n = Spat = 6eq7nat(n 0) gbool,éeqmat(n 6succ(6p7‘ed( ))) Dbool

= Annahme falsch

= Dp [E Vn o nat.eqpar(n, 0) = true V egpai(n, suce(pred(n))) = true

(e) Dpm = [Vn,m : nat egnat(n, m) = true — n = m|
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L6ésungsvorschlag:

& Vi, n € DpatDpy[n/f, m/m] = eqnat(n,m) = true — n =m
& Vm,n € DnatDBM[n/ﬁv m/’ﬁl] }: _‘(S%Lat(na m) =tlrue N —n = m)

Fall n = @,,,+ oder m = &, 4

= 5eq(ﬁ7m) = Dpool
= Dpum[n/n,m/m] ¥ egnat(n,m) = true A\—-n=m
= Dpyn/n, m/m] & —(egnat(n, m) = true A —n =m)

Fall 7 # @,4: und M # Dpas:
Fall n = m:
Dpyn/f,m/m] = —n=m
Dpprin/n,m/m] = eqnat(n, m) = true A —-n =m
Dpuy[n/f, m/m] E —(eqnat(n,m) = true A —n =m)

Py

Fall 7i  m:

Oegna: (M, M) = false

Dpmn/f,m/m] B egnai(n, m) = true
Dppyn/f,m/m] = —(eqnat(n, m) = true A —n = m)

LUy

(f) Dm E [Vn,m : nat egpat(n, m) = false — —n = m)

Lésungsvorschlag:
< Vi, i € DpatDpa[n/n, m/m] = equat(n,m) = false — -n=m
< Vi, € DpatDpy[n/f, m/m] = —(egnat(n,m) = false A =—n =m)

Fall n = @,,,+ oder m = &, 4¢:

= Jeq(n,m) # false
= Dpum[n/f,m/m] F egna(n,m) = false A\=—n =m
=  Dpumn/f,m/m] = —(eqnat(n, m) = false A ~—n = m)

Fall 7 # @4 und M # Dpas:

Fall n = m:

= Dpguy[n/n,m/m] & eq(n,m) = false

= Dpgun/f,m/m] £ eqnat(n,m) = false N\ ——n =m

= Dpun/n,m/m] = —(eqnat(n,m) = false N =—n =m)
Fall 7o # m:

= Dgy[n/A,m/m]En=m
=  Dpumn/f,m/m] = —(eqnar(n, m) = false N ~—n = m)
(g) DpMm E [Vn,m : nat egpat(n,m) = true — —egnat(n, m) = false]

Lésungsvorschlag:

< Vi, n € DpatDpyi[n/f, m/m) = eqnat(n, m) = true A =—eqpqat(n, m) = false
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(h)

Fall n = @, oder m = &, 4t
= 5eq(ﬁ7 ’ﬁ’L) = Dpool

=  Dpy[n/f, m/m] = eqnat(n, m) = true
=  Dpgu[n/f,m/m] E eqnat(n,m) = true A =—egnaqt(n,m) = false

Fall n 7& Dnat und m 7é Dnat-

Fall n = m:

= 0cq(Rt, ™) = true # false

= DBM[n/ﬁ7 m/m] l# ﬁﬁe(,lnat(n7 m) = false

=  Dpy[n/f,m/m] E equat(n,m) = true A =—eqnq:(n,m) = false
Fall 7 # m:

= beq,., (R, M) = false # true

= Dpy[n/n, m/m] = eqnat(n, m) = true

= Dpy[n/f,m/m] FE eqnat(n, m) = true A “—egnq:(n, m) = false

Diskutieren Sie nun unter Beriicksichtigung der Ergebnisse aus den vorangegangenen Teilaufgaben
den Unterschied zwischen eqy,,; und =.

Lésungsvorschlag:

= entspricht der Identitéit, das heisst, es wird iiberpriift, ob die Objekte links und rechts identisch
sind.

eq wird in Dpgys als Identitdt auf Dy \ {Dnat} interpretiert, stellt somit sozusagen eine strikte
Version von = dar. Man beachte aber, dass eq in einer anderen Y-Algebra anders definiert sein
kann!

Hausaufgabe 3.2 (Monotonie, w-Totalitit) (1 + 4 + 1 = 6 Punkte)

(a)

Gegeben sei die Funktion ¢eq : Drat X Dnat — Dhool Mit ¢eq(d, €) = true, falls d = e und ¢eq(d, ) =
false, falls d # e. Beweisen oder widerlegen Sie, daf§ ¢.q monoton ist.

Loésungsvorschlag:

¢eq ist nicht monoton, weil (Dnat, Dnat) T (Dnat,0), aber ¢eq(Dnats Dnat) = true L false =
(beq(@natyo)a

Zeigen Sie, dafi die X(BM)—-Algebra Dgy monoton ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Aussagen aus der Prisenziibung, Aufgabe 4.1.

L6ésungsvorschlag:

0BM,0, OBM true, 0OBM, false: monoton, da nach Aufgabe 4.1.(a) alle Konstanten monoton sind.

5BM,succa(SBM,pred: da 5BM,succ(®nat) = Dnat und 5BM,p7‘ed(®nat) = Ohnat, fOlgt mit AUfgabe
4.1.(b) ihre Monotonie.

0BM,eqt da 0B eq(€, Dnat) = Droot WA B ,eq(Dnats€) = Droot , folgt mit Aufgabe 4.1.(e) ihre
Monotonie.
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O0pmift da 0parif(Dvools €2,€3) = Drool, OBM,if(true, ea,e3) = ea, dpu,if(false, ez, e3) = ez folgt
mit Aufgabe 4.1.(e)

e1 =@ dpmif(er, €2, €3) = Dyool,

ea = D dpmif(er, €2, €3) = Dyoor 0der dpnrif(er, €2, €3) = dpmif(€1, Dnat, €3)

es = @: Opm,if(e1,e2,e3) = Droor Oder dpar,if(er, ea,e3) = dpair(er, €2, Tnat)
—> insgesamt ist Dpp; monoton.

(¢) Bestimmen Sie alle w—totalen Funktionen von Dgy;.

L6sungsvorschlag:

alle Funktionen sind w total.

Hausaufgabe 3.3 (Supremum einer Iterationenfolge) (2 Punkte)

Gegeben sei die Halbordnung (NU {L},C) mit n E m gdw. n = m oder n = L. Ferner sei (¢;);cn eine
Funktionenfolge mit ¢; € {N — NU{L}} und

1, sonst.

n!, falls n < 1,
gbl(n) ;:{

Beweisen Sie, dass sup;(¢;) = n! gilt.

L6sungsvorschlag:

Zeige: n! ist obere Schranke: zu zeigen: Vn,i € N.¢;(n) C n!
Fall n <i: = ¢;(n) =n! = ¢;(n) C n!
Fall i <n: = ¢;(n) = L = ¢;(n) Cn!
Wegen Vollstandigkeit der Fallunterscheidung = Vi € N.¢; C ¢, ¢ ist also obere Schranke.
Zeige: n! ist kleinste obere Schranke: Sei 6 eine beliebige obere Schranke von (¢;)ien. = Vi,n € N.¢;(n)
d(n) = VYn € N.o,11(n) C ¢(n) = Vn € N.n! C ¢(n) also ist ¢ kleinste obere Schranke.
Hausaufgabe 3.4 (Ketten und Suprema) (1 Punkt)

Seien (E1,Cp,) eine Halbordnung, (Ez,Cp,) eine vollstédndige Halbordnung und ¢ € [E1 — Eb]. Zeigen
Sie, dass fiir jede Cg,-Kette (e;);en in Ey sup,;(é(e;)) existiert (vgl. Ubung 2.3.7).

Loésungsvorschlag:

Sei (e;)ien eine Kette in Ey
Vi € Ne; Cg, €41 ¢ monoton
Vi € N.g(ei) Cp, d(eiv1)
(p(€;))ien ist Kette in Ey  (Eq, C g, )vollstindig

sup,(¢;) existiert.

ol



