Semantik und Programmverifikation

Prof. Dr. Christoph Walther / Simon Siegler
Technische Universitdt Darmstadt — Wintersemester 2008/09

Hausaufgabe mit Losungsvorschlag 2

Hausaufgabe 2.1 (Auswertungskalkiil der Basismaschine) (5 Punkte)

Nehmen wir an, der Auswertungskalkiil der Basismaschine (vergleiche Definition 2.2.1) wird um die
folgenden zwei Ableitungsregeln erweitert:

ifs(baplapQ)

ifs(baplaPQ)
A) ———= - ,
( Zfs(baplapé)

- , falls po —par ph-
Zfs(bap/lap2) 2

falls p1 —Bum p'l; (B)

Untersuchen Sie die Konsequenzen dieser Erweiterung fiir — g,; und — p. Priifen Sie dabei insbesondere,
welche Aussagen aus den Sétzen 2.2.1 und 2.2.2 jetzt nicht mehr giiltig sind (argumentativ, ohne formalen
Beweis). Welche Auswirkungen besitzt diese Erweiterung auf die Implementierung von evalp und evalgps?

Losungsvorschlag:

zu Satz 2.2.1:

(i)

(i)

(iii)

Die Aussage gilt weiterhin. Der Induktionsbeweis kann im Induktionsschritt erweitert werden.
Fiir die beiden neuen Fille kann der Beweis zum Fall ¢ = i f5(b, p1, p2) in Verbindung mit Regel
(11) aus Definition 2.2.1 direkt iibertragen werden (statt b betrachtet man p; bzw. pa).

Diese Aussage ist nicht mehr giiltig. Gegenbeispiel:
ifs(TRUE, 0,0) «<—pas ifs(TRUE, 0, pred(0)) —par O

und weder i fs(TRUE, 0,0) =7 0 noch existiert ein ¢ mit ifs(TRUE,0,0) —pa ¢ < pap 0, denn
0 ist bereits minimal.

Obwohl (ii) nicht mehr gewahrleistet ist, gilt trotzdem noch die strenge Konfluenz. (Die Aus-
sage in (ii) ist eine Verschiirfung der strengen Konfluenz.)

Dies kann man leicht zeigen, indem man den Beweis zu (ii) des Satzes 2.2.1 verwendet und
im Induktionsschritt um 2 Félle (aufgrund der 2 neuen Regeln) erweitert. Wegen der strengen
Konfluenz ist dann auch die Konfluenz gesichert.

Die Aussage bleibt erhalten. Die im Beweis von Satz 2.2.1.(iv) aufgestellte Behauptung (*) gilt
weiterhin. Der Induktionsbeweis kann leicht um die 2 hinzukommenen Fille erweitert werden.

Auch diese Aussage bleibt weiterhin giiltig. Der Beweis hierzu basiert auf den Aussagen (i),
(iii) und (iv), die wie gesehen auch im erweiterten Kalkiil gelten. Der Beweis kann damit
unverdndert iibernommen werden

zu Satz 2.2.2:

(i)
(i)
(i)

Da Satz 2.2.1.(i) auch fiir den erweiterten Kalkiil der Basismaschine giiltig bleibt, gilt auch
diese Aussage weiterhin. Der Beweis dazu bleibt unveréindert.

Diese Aussage gilt nicht mehr. Wenn sie schon fiir die Basismaschine nicht mehr richtig ist,
dann natiirlich erst recht nicht fiir den Kalkiil fiir P.

Diese Aussage bleibt bestehen. Wie auch bei der Betrachtung zu Satz 2.2.1 ist Aussage (ii)
nicht mehr giiltig, die strenge Konfluenz aber weiterhin gewéhrleistet, denn aus der strengen
Konfluenz von — g (Satz 2.2.1.(iii)) und der Aussage (ii) in Satz 2.2.2 folgt unmittelbar die
strenge Konfluenz von — p. Diese reicht wiederum fiir die Konfluenz von — p aus.
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(iv) Diese Aussage gilt nicht mehr: i fs(TRUE, 0, pred(0)) —p 0 (1 Schritt), aber i fs(TRUE, 0, pred(0)) —p
ifs(TRUE, 0,0) —p 0 (2 Schritte).

(v) Der Beweis zu Satz 2.2.2.(v) kann unveréindert iibernommen werden, da die Aussage (i) und
(iii) wie gesehen weiterhin giiltig sind.
Zu den Auswirkungen auf evalgy; und evalp konnen wir folgendes feststellen:

Bislang existiert im Kalkiil zu BM ein Indeterminismus: mit ¢ — gy t) und to —pas th konnen wir
enat(t1,t2) —BM €qnat(t],t2) oder eqna¢(ti,t2) —Bar €qnat(ti,th) bilden.

Nun besitzt der Kalkiil einen zweiten Indeterminismus bei i f,. Fiir eval g, ist dies mit den Teilaussagen
2.2.1.(iii)+(iv) unproblematisch. Eventuell entstehen nun langere Auswertungen, wenn wir nicht relevante
Teilterme auswerten, doch sind alle Auswertungen endlich und wir erhalten stets fiir ein ¢ den gleichen
Term evalg ().

Bei evalp ist die Situation anders. Nach wie vor ist die Konfluenz gesichert. Damit kénnen zwei verschiede-

ne Auswertungsfolgen nicht zu unterschiedlichen Konstruktorgrundtermen ¢y, ¢» fithren. Wir kénnen nun
allerdings unendliche Auswertungen konstruieren, obwohl es auch endliche Auswertungen gibt: i f, (true, 0, inner(0))
beispielsweise fithrt immer zu 0 — wenn die Auswertung endet. Doch wir kénnen hierzu auch nicht en-

dende Auswertungen bilden.

Hausaufgabe 2.2 (Auswertungsrelation fiir Programme) (3 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir ein funktionales Programm P € FP und zwei Terme ¢, € 7 (X(P)) mit evalp(t) #x
und t —F 7 die Aussage [t|p > |r|p gilt.

Losungsvorschlag:

zu zeigen: Vt,r € T (X(P)) mit evalp(t) #£oc und t —35 r gilt: |t|p > |r|p.

Beweis:

Lemma evalp(r) #ox: evalp(t) #x= 3¢ € 7(£°) mit t -} ¢. Da —p konfluent (Satz 2.2.2.(iii)) und
mit Voraussetzung ¢t —% r folgt: 3¢’ € T(X(P)) mit r —% ¢ und ¢ —% ¢. Da ¢ € T(X¢) folgt ¢ ist
—p-minimal. = ¢’ = ¢=r —% ¢ = evalp(r) = g #x.

Wir haben also evalp(t) = ¢ und evalp(r) = ¢ = |t|p # oo und |r|p # co.

Weiter folgt, dass Auswertungsfolgen (t;);<j, und (r;);<;, existieren mit

to=t,t;, =q,Vi€{0,... jo—1}. ti—ptiz1 = |t|p = [(ti)i<jo| = Jo+1
To="7T,Tj = q7VZ S {07 v 7j1_1}' ri—prit1 = |T|P = |<rl>1§J1| = ]1—'—1

Wir miissen also zeigen jo + 1 > j1 + 1.

Nach Voraussetzung gilt ¢ —5 7. Es gibt also eine endliche Folge (s;)i<j, mit so = ¢, s;, = r und
Vi € {O, ce ,jg - 1}8z —P Si+1-

_ Si falls ¢ < j
Wir konstruieren jetzt eine neue Auswertungsfolge fiir ¢: £; = { " o ]2, ) )
ri—j, falls jo <@ < ja 451

zu zeigen bleibt: (t);<;,1;, ist eine endliche Auswertungsfolge fiir ¢. Also

zeige t =1g: tg =59 =t

zeige ¢ = tjo4ji+1% Ljotji+1 = Tji+1 = ¢
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zeige Vi € {0,...,jo + j1}ti —p tig1:

Fall 0 <i < Joi = Ei = 31’751'—&-1 = Sij+1 = fi —p Ei—&-l
Fall i = jy: = ¢; = Sj, =T = ro,tiy1 =11 = t; —p tiv1, darg —p 1.

Fall jg <1< jg —|—j1: = 22 = T‘i_jQ,iTi_;,_l =Titl1—j, = E,L' —p Ei+1

= (t)i<j,+j, ist eine endliche Auswertungsfolge fiir ¢.

= [Bi<jarin] = [ti)ijol

< jet+p+1 = jo+1

& Jet+ji = Jo
(dajo >1) = 1 < Jo

& g+1<jo+1

= ‘T|p < ‘t|p

Hausaufgabe 2.3 (Auswertungsrelation fiir Programme) (3 + 1 + 2 = 6 Punkte)

P € FP sei ein funktionales Programm, ¢,¢1,...,t, Terme aus 7 (X(P)).

(a) Zeigen Sie: [f(t1,... ti, ... tn)|p > |ti|p, fallsevalp(f(t1,...,t,)) #ox und entweder f € {pred, eqnat}
oder (f =ifs und ¢ = 1).

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3.4 und Satz 2.2.2(iv).

Losungsvorschlag:

Satz 2.2.2.(iv) sichert uns zu, dass alle Auswertungsfolgen zu einem Term ¢ die gleiche Linge
besitzen. Es ist damit ausreichend, eine Auswertungsfolge zu ¢ zu konstruieren, um eine Aussage
zu der Lénge aller Auswertungsfolgen zu ¢ machen zu kénnen.

Fall f(t) = pred(t):

Fall t = 0: |pred(0)|p =2,]0/p =1

Fall ¢ = succ(q),q € T(X)nat: |pred(succ(q))|p = 2, |succ(q)|p =1

Fall ¢t € T(X)pat: = t ist nach Satz 2.2.2.(i) nicht — p-minimal und evalp(t) #ox (sonst
wiire auch evalp(pred(t)) =x). = 3¢ € T(3)pq mit t —5 ¢ und ¢ ist — p-minimal.
Damit existiert dann aber auch die Auswertung pred(t) —} pred(q) —p 0, falls ¢ = 0
oder die Auswertung pred(t) —p pred(q) —p 4, falls ¢ = succ(g), wobei t —5 ¢ und
pred(t) —} pred(q) die gleiche Léinge besitzen. Damit erhalten wir |[pred(t)|p = [t|p + 1,
also |pred(t)|p > |t|p.

Fall f(t1,to,t3) = ifs(t1,t2,t3) und i = 1:

Fall t; = true: |ifs(true,to, ts)|p = 1+|t2|p, denn ifq(true, ta, ts) —p to, also |ifs(true, ta, t3)|p >
[true|p =1

Fall t; = false: analog zum vorherigen Fall

Fall t; & T(X%poor: = t ist nicht — p-minimal und evalp(t) #x (s. 0.) = 3g € T(Xbool
mit ¢ —>J]S q und ¢ ist —p-minimal. Damit existiert dann aber auch die Auswertung
ifs(t1,ta, t3) —>JFC ifs(true,ta,ts) —p to, falls ¢ = true, oder, falls ¢ = false, die Aus-
wertung i fs(t1,to, t3) —>1+:, ifs(false,ta,t3) —p t3, wobei tq —>1+3 g und ifs(t1,to,t3) —>J}S
ifs(true, ta, t3) baw. ifs(t1, ta, ts) —5 ifs(false, ta,t3) die gleiche Linge besitzen. Damit
erhalten wir |ifg(t1,t2,t3)‘p = |t1|P + 1+ |tj|P,j S {2,3}, also |if9(t1,t2,t3)‘p > |t1|p.
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(b)

Fall f = GQnat(tly tz):
Fall t1,t5 € T(X%nat: = |€Gnat(t1, t2)|p = 2, denn egnqi(t1,ta) —p true, falls t1 = toy oder
eqnat(t1,t2) —p false sonst, und |t1]|p = |ta|p = 1.
Fall i = 1:
Fall t; € T(X%)pat: = to € T(X)nat (sonst obiger Fall) = 3t € T (X 0.t2 —p th
= 6qnat(t1,t2) —p €Qnat(t17t/2) = |€qnat(t1,t2)|p > 1 und |t1|p =1.
Fall t; & T (X),qe: = t1 ist nicht — p-minimal und evalp(t1) #x (s. 0.) = g € T (X)) nat
mit ¢ —>; q und ¢ ist — p-minimal. Damit existiert dann aber auch die Auswertung

s=true, fallsty=q¢€T(Xat
eqnat(t17t2) *)-1]; eq”at(qa t2) —P s = false7 falls t2 7é q7t2 € T(Ec)nat
s =th, falls to & T(X°)pat und to —p th

Dabei besitzen t; —>}C g und egnqat(t1,t2) —p eqnat(q, t2) die gleiche Lange. So erhalten
wir, da stets ein s mit egnqt(q, t2) —p s existiert |egnqt(t1,t2)|p > |t1]p-
Fall ¢ = 2: analog zu i = 1.

Unter welcher Voraussetzung gilt die in (a) genannte Behauptung auch fiir den Fall f = ifs und

i £ 17

Losungsvorschlag:

Sei t = ifs(t1,ta,t3). t2 wird nur dann ausgewertet, falls t; zu TRUE ausgewertet wird, also falls
evalp(t1) = TRUE. Gilt hingegen evalp(t1) = FALSE, so spielt die Linge der Auswertungsfolge zu t,
keine Rolle fiir |¢t|,. Die Auswertung von ¢ kann somit , kurz* sein, wéhrend die von ¢, ,sehr lang®
sein kann.

Beispiel: ¢t = ifs(false, pred(pred(succ(succ(0)))),0). = |t|, = 2 (t —p 0), |t2]p, = 3 (t2 —p
pred(succ(0)) —, 0).

Entsprechendes gilt fiir ¢« = 3. Die Aussage aus Teilaufgabe (a) 148t sich somit erweitern und gilt
auch fir

(1.) f=ifsi=2evalp(t;) = true.
Beweis: ifs(t1,t2,t3) =5 ifs(true, ta, t3) —p to = |ifs(t1,t2,t3)|p > |t2] —p to.
(2.) f=ifs,i=3,eval,(t;) = false. Beweis analog zum vorherigen Fall.

Beweisen Sie: |succ(t)|p = |t|p

Losungsvorschlag:
Fiir jeden Term ¢t € T (X¢) 4t mit t —p ¢ gilt auch succ(t) —p suce(t’).

Fall evalp(t) #x: = 3q € T(X°)pq mit t =5 ¢ und ¢ ist — p-minimal.
Induktion iiber die Auswertungskosten |¢t|p von ¢:

Induktionsbasis |t|p =1: = t € T(X%pa (vgl. Satz 2.2.1.(1)) = succ(t) € T(X)nat =
|suce(t)|p =1 = |t|p
Induktionsschritt: ¢t & 7(X%)pe = Ir € T(E,V)patt —p 1 = succ(t) —p suce(r) =
|suce(t)|p =1+ \succ(r)|p\:’/1 +|rlp = |t|p-
IH
Fall evalp(t) =ox: = es gibt eine unendliche Auswertungsfolge (t;);eny mit tg = ¢t und t; —p ;11
= es existiert auch die unendliche Auswertungsfolge <£i>i€N mit {y = suce(t) und ti —p tit1,
wobei £; = succ(t;) gilt. = evalp(succ(t)) =oc = |succ(t)|p = |t|p.



