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Hausaufgabe mit Losungsvorschlag 1

Hausaufgabe 1.1 (Folgerungsrelation) (1 + 1 + 1 = 3 Punkte)

Seien ¢ und 1 beliebige Formeln iiber ¥ und V. ¢ besitze die freie Variable x € V. Beweisen oder
widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) {Vz:s ¢} o,

Losungsvorschlag:

zu zeigen: {Vz : s.p} E o.
Sei I = (A, a) eine beliebige E-Interpretation mit I = {Vx : s.¢}

I =V :sp=1I[z/a] = ¢ fir alle a € A,.

Da a(z) € A, folgt insbesondere I[z/a(x)] | ¢. Mit I = I[z/a(z)] folgt I = ¢. Insgesamt also:
{Vz : 5.0} = .

(b) {¢} = Vo:se,

Losungsvorschlag:

Wir konstruieren ein Gegenmodell I und zeigen so, dass {p} F~ Vo : s .

Wir withlen § = {s}, 2 =0, A, = {00, *},a(z) = *,a(y) = *,I = (A,a), = 2 = y. Dann gilt zwar
a(z) = a(y) und somit I =z =y. Aber I |~ Vx : s.x =y, denn I[z/0] & z = y. Die Behauptung
ist also falsch.

(¢) {¢} E v egdw. 0 E ¢ — ¢ (Deduktionstheorem)

Losungsvorschlag:

VEe—v
< fiir jede Interpretation I gilt: I = — ¢
& fiir jede Interpretation I gilt: I = —p V)
< fiir jede Interpretation I gilt: I = —(p A )
& fiir jede Interpretation I gilt: I }= @ A —tp
< es keine Interpretation I gibt, so dass I = ¢ A
< es keine Interpretation I gibt, so dass I |=¢ und I | ¢
& fiir jede Interpretation I mit I &= ¢ gilt: I £ )
< fiir jede Interpretation I mit I = ¢ gilt: I | =)
< fiir jede Interpretation I mit I = ¢ gilt: I =)

e {et Y
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Hausaufgabe 1.2 (Theorien) (1 + 1 4+ 1 = 3 Punkte)

Zeigen Sie, daf fiir jede X-Algebra A gilt:

(a) Th(A) #0,

Losungsvorschlag:

Fiir jede 3-Algebra A gilt A = TRUE = TRUE € Th(A) = Th(A) # 0.
(b) Y € Th(A). =¢ & Th(A), d.h. Th(A) ist konsistent,

Loésungsvorschlag:

zu zeigen: fiir alle ¢ € Th(A): —¢ & Th(A).
Sei ¢ € Th(A) beliebig. == A= = A = —p = —p ¢ Th(A)

(c) Yo € Fy(2,V). ¢ € Th(A) V = € Th(A), d.h. Th(A) ist vollstandig.

Loésungsvorschlag:

zu zeigen: fiir alle ¢ € Fy(X,V): ¢ € Th(A) oder ~¢ € Th(A).
Seien A eine beliebige 3-Algebra und ¢ € F,4(X,V) eine beliebige geschlossene Formel.

Fall A= p: = ¢ € Th(4) = ¢ € Th(A) oder —¢ € Th(A).
Fall Al p: = Ak -9 = —p € Th(A) = ¢ € Th(A) oder = € Th(A).

Hausaufgabe 1.3 (Termerzeugte Algebren, Substitutionslemma) (3 + 1 = 4 Punkte)

Eine Algebra A = (A, a) heisst termerzeugt, falls es fiir jedes a € A einen Grundterm ¢ € 7 (X) gibt, so
dass A(t) = a gilt.

(a) Beweisen Sie, daf fiir beliebige X-Interpretationen (A4,a), (B,b) die folgende Aussage gilt, falls A
und B termerzeugt sind:

[V € AL(E, V). ((A,a) = ¢ & (B,b) = )]
= [Vee F(EV). (A ¢ < (Bb) =)

Hinweis: Verwenden Sie das Substitutionslemma 1.2.1.(ii) fiir Formeln.

Loésungsvorschlag:

»=—* Wir ziehen die Quantifizierung iiber ¢ nach aussen, damit eine Induktion iiber ¢ méglich
wird. Zu zeigen also:

Vp e F(5,V) : (Vg € At(E,V)(A,0) E ¢ < (B,b) = ¢) = ((A0) | v < (B,b) =)

Hyp

P(p)

Wir zeigen dies durch Induktion iiber ¢, wobei wir als fundierte Relation nicht die Teilformel-
relation, sondern > verwenden, das wie folgt definiert wird:
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@ > ¥ & || > || mit

1 falls ¢ = TRUE,
1 falls p=11 =1 mit t1,t5 € T(E,V),
o= 9 14 o] falls ¢ = =1 mit 1 € F(X,V),

1+ |o1| + |pa| falls o = p1 A o mit @1, @2 € F(2,V),
1+ || falls ¢ =V : s.p; mit o1 € F(X,V),s€ S,z €V

|-| z&hlt die Anzahl der Junktoren und Quantoren in einer Formel. (F(X,V),]-|) ist nach Satz
1.4.1.(ii) fundiert und wir kénnen iiber dieser fundierten Menge induzieren. Man beachte, dass
wir bei der rekursiven Definition von | - | stillschweigend die Fundiertheit von >z verwenden,
die man in Analogie zu Hausaufgabe 2.2.(b) separat zeigen miifite.

Strukturelle Induktion iiber die Teilformelrelation > £ wiirde im Quantor-Schrittfall Probleme
bereiten, wie wir sehen werden.

Basisfall ¢ ist >|| minimal

= ( ist atomar. Mit der Annahme Hyp folgt direkt die Behauptung.

Schrittfall (Yx € F(X,V).¢0 > x = P(x)) = P(y):

Fall ¢ = ~¢1 mit p; € F(3,V):
Da |¢| = |71 = 1+ |¢1] > |¢| ist die Induktionshypothese P(¢1) anwendbar, und
mit Annahme Hyp folgt:
(4,0) @1 < (B,b) = o1 (%).
Zu zeigen bleibt (A, a) = -1 < (B,b) = —p1:

(A,a) E -1 Def 1.2.2.(iii)
& (4a) FE o (%)
& (Bb) B 1 Def 1.2.2.(iii)
& (Bh) F ¢

Fall ¢ = o1 A o mit @1, 02 € F(X,V):
Da || =1+ |e1] + |2] gilt: o] > |¢1] und |¢| > |p2| und die Induktionshypothesen
P(p1) und P(y2) sind anwendbar. Mit Annahme Hyp folgen:

(1)(A,a) E 1 < (B,b) F ¢1
(2.)(A,a) F p2 & (B,b) = @2

Zu zeigen bleibt: (A, a) E @1 A w2 < (B,b) = ¢1 A pa:

(A a) =1 A2 Def 1.2.2.(iv)
(A,a0) |1 und (A,a) =@ (1)
(B,b) = @1 und (4,a) =2 (2.)
(B,b) E p1 und (B,b) = 2 Def 1.2.2.(iv)
(B,b) = o1 A2
Fall ¢ =Vz : s.p1 mit 1 € F(X,V):
Voriiberlegung: durch strukturelle Induktion iiber ¢ zeigt man leicht, dass fiir alle
t € T(E,V)s Vo : s.01 >|| ¢1]z/t]. Die Induktionshypothese P(p1[z/t]) ist also
anwendbar und mit Annahme Hyp folgt

teee

Ve T(X,V)s (A 0) F pil/l] < (B,b) = palz/t] ().

Anmerkung: weil eben nicht fiir beliebige t € T(X,V), V& : s.o1 >7 ¢1[z/t] gilt, funk-
tioniert eine strukturelle Induktion iiber die Teilformelrelation fiir den Gesamtbeweis
nicht.
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Zu zeigen bleibt (A, a) =Vz : s.p1 < (B,b) =V @ s.p1:

(A,a) EVx :s.p1 Def 1.2.2.(v)
& Va € As. (A,alz/a)) = ¢1 A termerzeugt
& VieT(X)s. (4,alz/at)]) E 1 Substitutionslemma 1.2.1.(i)
& Ve T(Y)s. Aa) Eoilx/t] ()
& Ve T(X)s. (B,b) E p1[x/t]  Substitutionslemma 1.2.1.(i)
& VteT(X),. (B,bz/b(t)]) E ¢1 B termerzeugt
=3 Vb € B. (B,b[z/b]) = ¢1 Def 1.2.2.(v)
& (B,b) EVz: 5.0

<= ist trivial, da At(X,V) C F(X,V).

Gilt die Aussage von Teil (a) auch, falls A oder B nicht termerzeugt sind?

Losungsvorschlag:

Zwar haben wir im Quantorfall die Voraussetzung der Termerzeugtheit von A und B verwendet,
daraus allein folgt aber noch nicht, dass es nicht auch ohne gehen kénnte.

Wir konstruieren ein Gegenbeispiel und zeigen, dass die Aussage nicht mehr gilt, wenn A oder B
nicht termerzeugt ist. Sei S = {s}, 4 = ((As)ses, @), B = ((Bs)ses, B), Zas = {c}, As = {O},
Bs ={0,*}, a. =0, 8. =0 (= B nicht termerzeugt, denn kein Term erzeugt ).

Neben TRUE sind in At(X,V) nur Formeln y = z mit y, z € Vs enthalten.

Mit a(x) = b(z) = O fiir alle z € V; gilt zwar sowohl (4,a) = ¢ als auch (B,b) E ¢ fiir alle
P € At(X,V), aber (A,a) EVr:sx=yund (B,b) Vo : sz =y, denn (B, b[z/+]) = y.

Hausaufgabe 1.4 (fundierte Mengen) (1 + 3 + 1 = 5 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Behauptungen. Verwenden Sie dabei Satz 1.4.1 aus der Vorlesung. Sie konnen
dazu (N, >) als fundiert voraussetzen.

(a)

Seien (M, >)s) und (N, >y) fundierte Mengen, seien f : K — M und g : K — N Abbildungen und
sei > C K x K definiert durch:

kv >5 ko gdw. f(k1) >n f(k2) oder (f(k1) = f(k2) und g(k1) >n g(k2)).

Dann ist (K, >g) eine fundierte Menge (vgl. Lemma 1.4.3.(i))

Losungsvorschlag:

Voraussetzung: (M, >yr), (N, >n) sind fundierte Mengen. Mit Satz 1.4.1.(iii) ist (M x N, >p«n)
mit (m,n) >pxn (M/,n') gdw m >y m’ oder (m =m’ und n >y n') ebenfalls fundierte Menge.

Zu zeigen: (K, >) ist eine fundierte Menge.

Wir definieren die Abbildung F : K — M x N,k — (f(k), g(k)). Mit Satz 1.4.1.(ii) folgt dann, dass
die Relation k Cx k' gdw F(k) >mxn F(K') ebenfalls fundiert ist. Man zeigt leicht Cx = >k.
Also ist auch > fundiert.

(T(2,V),>7) ist eine fundierte Menge (vgl. Beispiel 1.3.1.(ii)).

Hinweis: Verwenden Sie nicht die Fundiertheit von >\
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Loésungsvorschlag:

Vorbemerkung: Es ist zwar sehr verlockend, die Fundiertheit von >z mit Satz 1.4.1.(i) aus der
Fundiertheit von >, abzuleiten. Da wir uns aber bei der rekursiven Definition der Funktion |- |
(sieche Hausaufgabe 1.4.(c)) bereits auf die Fundiertheit von >z abgestiitzt hatten, wiirde unser
Beweis dadurch zirkuldr. Wir miissen also die Fundiertheit von >7 ohne einen derartigen Riickgriff
zeigen.

(1.) Wir geben eine mengentheoretische Definition von (7 (X,V)), an:

T(E,V,0)s = VsUZys
T(E7V7n+1)s = {f(t177tm)|fe Zsl.A.Sm,Sati ET(Z)V7j)Swl S2§m70§j Sn}
7(2,V), = |JT(EV.n),
n=1

(2.) Wir definieren die Funktion depth : 7(X,V) — N,t +— min{n| t € T(3,V,n)}. Somit ist
depth wohldefiniert, da (N, >) fundiert ist.

Man beachte: eine rekursive Definition von depth tiber die Struktur von ¢ wiirde wiederum die
Fundiertheit von >z voraussetzen, die wir ja erst beweisen wollen!

(3.) Wir definieren die Relation > geptn C 7 (X, V) x 7 (X, V) mit t >qepth 7 < depth(t) >y depth(r).
Wir definieren die direkte Teiltermrelation >'7 C T(X,V) x 7(%,V) mit t>'7r gdw t =
fltr,.. . ty) und r =¢; fur i € {1,...,n} mit f € X5, 5.t € T(X,V)s, und zeigen mit
Satz 1.4.1.(i) ihre Fundiertheit, indem wir >"7 C>gepen beweisen:

Seien t,r € T (X, V) beliebig mit t>'7r. Dann ist t = f(t1,...,tg), r =t; fireini € {1,...,k}.
Seit € T(X,V,n) und r € T(3,V,m). Wegen (1.) muss m < n sein. Mit (2.) ist dann
depth(r) < depth(t) und mit (3.) folgt dann ¢ >qepen 7. Damit ist gezeigt, dass >'7 C>geptn

(4.) Nach Definition von >7 gilt >7= (>'7)". Da >'7 wie gesehen fundiert ist, folgt mit Lemma
1.3.1 die Fundiertheit von >7.

Anmerkung: Dieser Beweis fiihrt die Fundiertheit von > auf die Fundiertheit von >y zuriick, die
durch das fiinfte Peano-Axiom garantiert wird.

(T(%,V),>)) ist eine fundierte Menge, wobei ¢t >|| ¢ gdw. [t| >y |g|. Hierbei gibt |¢| die Anzahl
der Symbole in ¢ an (vgl. Beispiel 1.3.1.(iii)).

Hinweis: Geben Sie zunéchst eine Definition fiir | - | an.

Losungsvorschlag:

falls t € V,
L+ Y0 |t falls fe X, 5, 5weS*seSt €T(E,V),1<i<n
Wegen der zuvor in Hausaufgabe 1.4.(b) nachgewiesenen Fundiertheit von >7 ist |- | wohldefiniert.

(N, >y) ist nach den Peano-Axiomen fundiert. Damit ist auch (7 (%,V),>,|) nach Satz 1.4.1.(ii)
eine fundierte Menge.

|- ]:7T(%,V) = Nt —



