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Abgabe dieser Übung bis Mittwoch, 14. Januar, 16.30 Uhr im Sekretariat S202/A310.

Hausaufgabe 4.1 (Stetigkeit eines Funktionals) (1 + 2 = 3 Punkte)

Sei (E,vE) eine vollständige Halbordnung, in der jede vE–Kette endlich ist, und sei φ ∈ [E → E].

(a) Zeigen Sie, dass 〈φi ◦ φi〉i∈N eine vE→E-Kette in [E → E] ist, falls 〈φi〉i∈N eine vE→E-Kette in
[E → E] ist. Hierbei bezeichnet ◦ die Funktionskomposition, also (φ ◦ φ)(x) = φ(φ(x)).

(b) Zeigen Sie, dass das Funktional SQ : [E → E]→ [E → E] mit SQJφK = φ ◦ φ für alle φ ∈ [E → E]
bezüglich der Relation vE→E stetig ist.

Hinweis: zeigen Sie SQJsupi〈φi〉K = supi〈SQJφiK〉 durch den Beweis von

1. supi〈SQJφiK〉 vE→E SQJsupi〈φi〉K
2. SQJsupi〈φi〉K vE→E supi〈SQJφiK〉

Verwenden Sie für die zweite Beziehung Lemma 2.3.9. (vgl. Übung 2.3.8)

Hausaufgabe 4.2 (Kleinster Fixpunkt einer Iterationsfolge) (5 Punkte)

Sei P = 〈F1, F2〉 ein funktionales Programm mit F1 =

function f1(x : nat) : nat ⇐ if x = 0
then 0
else if x = 1

then 0
else 1 + f1(x− 2)

fi
fi

und F2 =

function f2(x : nat) : nat ⇐ if x = 0
then f2(0)
else if x = 1

then 0
else 1 + f2(f1(x))

fi
fi,

wobei 1 + x abkürzend für succ(x) und x− 2 für pred(pred(x)) steht. Bestimmen Sie für das Funktional
RP des Programmes P die Iterationsfolge 〈(φ1,i, φ2,i)〉i∈N sowie den kleinsten Fixpunkt (φ1, φ2) = fixRP

von RP (vgl. Übung 2.3.11.(ii)).
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Hausaufgabe 4.3 (Aussagen in DP ) (4 Punkte)

Sei P = 〈 function double(x : nat) : nat ⇐
ifnat(eqnat(x, 0), 0, succ(succ(double(pred(x))))),

function half(x : nat) : nat ⇐
ifnat(eqnat(x, 0),

0,
ifnat(eqnat(x, succ(0)), 0, succ(half(pred(pred(x)))))) 〉.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) DP |= [∀n : nat.n ≡ half(double(n))],

(b) DP 6|= [∀n : nat.eqnat(n, half(double(n))) ≡ true],

(c) DP 6|= [∃n : nat.eqnat(n, half(double(n))) ≡ false].

Hinweis: Sie können die zum Beweis notwendigen Deutungen der Funktionssymbole half und double ohne
Fixpunktiteration oder Lösung der Fixpunktgleichung direkt angeben (vgl. Übung 2.3.14).

Hausaufgabe 4.4 (Länge von evalP und cbv-evalP Auswertung) (2 Punkte)

Sei P ein beliebiges funktionales Programm. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(a) Für alle t ∈ T (Σ(P )) gilt: |t|P ≥ ‖t‖P .

(b) Für alle t ∈ T (Σ(P )) gilt: ‖t‖P ≥ |t|P .


