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Aufgabe 11 intuitive Berechenbarkeit

Sind die folgenden Funktionen im intuitiven Sinne berechenbar? Fiir welche kann man sogar einen
Algorithmus explizit angeben? Dabei seien g : N — N eine totale und berechenbare Funktion und
h : N — N eine nicht berechenbare Funktion.

1 , falls n eine Primzahl ist
0 , sonst

1 , falls es eine Primzahl p > n gibt
fa(n) =

0 , sonst

1 , falls es einen Primzahlzwilling (p,p + 2) mit p > n gibt
3. f3(n) =

0 , sonst

Hinweis: (p,p + 2) heiit Primzahlzwilling, falls sowohl p als auch p + 2 Primzahlen sind. Es
ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt.

4 fan) = {1 , falls g(n) =

sonst

5 _J0 ,falls n =0
' B h(n) , sonst

6 _J0 ,falls n =0
' B h(fs(n—1)) sonst

. _Jn , falls es ein m gibt mit h(m) <m
' o , sonst
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1.

f1 ist berechenbar. Es existieren Verfahren, die testen, ob ein gegebenes n € N eine Primzahl
ist (z. B. Sieb des Eratosthenes). Somit kann man einen entsprechenden Algorithmus explizit
angeben.

. Es gibt unendlich viele Primzahlen, deshalb ist fa(n) =1 fiir alle n € N. Fiir diese konstante

Funktion lasst sich sicher ein Algorithmus angeben. Damit ist fy auch berechenbar.

f3 ist berechenbar. Zurzeit konnen wir allerdings keinen entsprechenden Algorithmus fiir f3
angeben. Wir miissen zwei Félle unterscheiden:

Fall 1: Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge. Dann ist f3(n) = 1 fiir alle n € N, d. h. f3
ist berechenbar.

Fall 2: Es gibt nur endlich viele Primzahlzwillinge. Dann existiert ein gréfiter Primzahlzwilling
(po, po + 2). Damit ist f3 berechenbar, denn

1 falls n < pg
fs(n) =
0 fallsn > pg .

fa ist berechenbar. Ein Algorithmus zur Berechnung von f; kénnte zunéchst g(n) bestimmen
und das Ergebnis mit n vergleichen. Da g berechenbar ist, existiert ein Algorithmus fiir g.
Aufgrund der Totalitdt von g liefert g(n) immer auch einen definierten Wert.

f5 ist nicht berechenbar. Ware f5 berechenbar, dann wiére auch h berechenbar. Ein Algorith-
mus fiir A konnte wie folgt aussehen:

Zunéchst iiberpriift man, ob n = 0 ist. Falls £(0) undefiniert ist, geht man bei n = 0 in eine
Endlosschleife. Ist hingegen h(0) = m fiir ein m € N, dann liefert man bei n = 0 den Wert m
zuriick. Im Fall n # 0 ruft man f5(n) auf. Dieser Algorithmus wiirde h berechnen, was nach
Voraussetzung nicht sein kann.

Die Berechenbarkeit von fg hingt von der Funktion h ab. In jedem Fall gilt fs(n) = h™(0).

fe kann durch einen expliziten Algorithmus berechenbar sein: Wenn beispielsweise h(0) = 0
gilt, dann ist fg(n) = 0 fiir alle n € N. Zum Beispiel ist f5 eine nicht berechenbare Funktion
mit dieser Eigenschaft. Fiir die Nullfunktion gibt es offensichtlich einen expliziten Algorith-
mus.

f6 kann berechenbar sein, ohne dass wir einen expliziten Algorithmus angeben kénnen: Wenn
beispielsweise h(0) = h(1) € {0,1} gilt, so dass h(0) = 0 genau dann, wenn es unendlich
viele Primzahlzwillinge gibt, dann ist fg berechenbar, denn fg ist entweder konstant 0 oder
konstant 1.

fe kann nicht-berechenbar sein: Ein Beispiel fiir eine Funktion h, so dass fg nicht berechenbar
ist, werden wir spater konkret konstruieren kénnen. Offenbar darf die Menge {h"(0) | n € N}
dafiir nicht endlich sein.

f7 ist berechenbar. Entweder gilt f7(n) = n fiir alle n € N oder f7(n) = 0 fiir alle n € N. Ob
sich ein Algorithmus explizit angeben lésst, hingt von der Funktion h ab. Ist beispielsweise h
die Funktion f5, dann gilt f5(0) < 0 und damit f7(n) = n fir alle n € N.



Berechenbarkeitstheorie 3 Lésungsvorschlag zu Ubung 1

Aufgabe 1.2 Programmiersprache P

Schreiben Sie ein P-Programm zur Berechnung von n! fiir beliebige natiirliche Zahlen n. Verwenden
Sie die erweiterte Syntax gemafl den Definitionen 2.2 und 2.3.

L6sungsvorschlag
procedure PLUS(x,y) <= procedure TIMES(x,y) <= procedure FAC(y) <=

begin var n, m; begin var n, res; begin var n, res;
n:=3x;m:=Yy,; n =x; res = 0; n :=y; res :=1;
while n do while n do while n do
n := PRED(n); res := PLUS(res, y); res := TIMES(res,n)
m := SUCC(m); n := PRED(n) n := PRED(n)
end_while end_while end_while
return(m) return(res) return(res)
end end end

Aufgabe 1.3 Semantik von P

1. Bestimmen Sie value(Mp,E) fiir die folgenden Ausdriicke E unter einer beliebigen Speicher-
belegung Mp in der Form wie in Definition 2.6 angegeben. Hierfiir werden Sie Definition 2.7
und die Abkiirzungen in Definitionen 2.2 und 2.3 bendtigen.

a) E = —EXPR
b) E = EXPR1 V EXPR2
C) E = EXPR1 A EXPR2
2. Bestimmen Sie eval(Mp,S) fiir die folgenden Anweisungen S unter einer beliebigen Speicher-

belegung Mp in der Form wie in Definition 2.7 angegeben. Auch hier benttigen Sie Definition
2.3.

d) S =if EXPR then STA end_if
e) S =repeat STA until EXPR



Berechenbarkeitstheorie 4 Lésungsvorschlag zu Ubung 1

Loésungsvorschlag

a) Zur Demonstration des Losungsweges hier der erste Ausdruck in kleinsten Schritten:
Sei P =x := begin var y; if EXPR then y := 0 else y := 1 end_if; return(y) end
value(Mp,—EXPR)
= value(eval(Mp,P),x)
= value(eval(Mp,if EXPR then y := 0 else y := 1 end if; x := y),x)
= value(eval(eval(Mp,if EXPR then y := 0 else y := 1 end_if),x := y)),x)

) value(eval(eval(Mp,y := 0),x :=y),x) , falls value(Mp,EXPR) > 0
B al(eval(Mp,y := 1),x :=y)),x) , falls value(Mp,EXPR) =0

= y),x) , falls value(Mp,EXPR) > 0
= y),x) , falls value(Mp,EXPR) =0

y < 0],x :=y),x) , falls value(Mp,EXPR) > 0
y < 1],x :=y),x) , falls value(Mp,EXPR) = 0

y < 0][x < value(Mp[y < 0],vy)],x) , falls value(Mp,EXPR) > 0

[ M
[x < value(Mp[y < 1],y)],x) , falls value(Mp,EXPR) =0
[
[

1]
value(Mply < 0][x < 0],x) , falls value(Mp,EXPR) > 0
value(Mp[y < 1][x < 1],x) , falls value(Mp,EXPR) =0

)0, falls value(Mp,EXPR) > 0
~ |1, falls value(Mp,EXPR) = 0

Im Folgenden sind nur noch die Ergebnisse angegeben.

b)
fall lue(Mp,EXPR1) > 0
value(Mp, EXPR1 V EXPR2) = » falls value(Mp, )
value(Mp,EXPR2) , falls value(Mp,EXPR1) =0
c)
lue(Mp,EXPR2) | falls value(Mp, EXPR1) > 0
value(Mp, EXPR1 A EXPR2) = { * ue(Mep, ) falls value(Mp, )
, falls value(Mp,EXPR1) = 0
d)
I(Mp,STA) , falls value(Mp,EXPR) > 0
eval(Mp,if EXPR then STA end if) = eval(Mp, STA) ., falls value(Mp, EXPR) >
Mp , falls value(Mp,EXPR) = 0
e)

eval(Mp,repeat STA until EXPR)
= eval(eval(Mp,STA),while —EXPR do STA end while)



