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Losungsvorschlag

Aufgabe 2.1 (Entscheidbarkeit) (8 Punkte)
Zeigen Sie mit dem Satz von Rice, dass die folgenden Probleme nicht entscheidbar sind.
1. (2 Punkte)

M:={neN|JieN. p,(i)=2i+ 1}

Losungsvorschlag

Fiir ® = {f € [P]|3i € N. f(i) = 2i + 1} gilt offensichtlich M = §®. AuBerdem gilt C} € @,
denn Ci(1) = 3. Weiter ist C ¢ ®, denn C}(i) = 0 < 2i + 1 fiir alle i € N. Damit ist also
() # ® und ® # [P], so dass nach dem Satz von Rice M = & nicht entscheidbar ist.

2. (2 Punkte)

M = {n € N|p,(2) = 4}

Losungsvorschlag

Fiir ® = {f € [P] | f(2) = 4} gilt offensichtlich M = §®. AuBerdem gilt C} € ®, denn C}(2) =
4. Weiter ist S ¢ ®, denn S(2) = 3. Damit ist also @ # ® und ® # [P], so dass nach dem
Satz von Rice M = & nicht entscheidbar ist.

3. (4 Punkte)

M :={n € N| Bild(py,) ist entscheidbar}

Loésungsvorschlag

Fiir ® = {f € [P] | Bild(f) ist entscheidbar} gilt offensichtlich M = §®. Aulerdem gilt w € P,
denn Bild(w) = () ist entscheidbar. Da das Halteproblem H semi-entscheidbar und damit
rekursiv aufzihlbar ist, gibt es eine berechenbare Funktion ay mit Bild(ay) = H, also ist
ap ¢ ®, denn H ist nicht entscheidbar. Damit ist also ) # ® und ® # [P], so dass nach dem
Satz von Rice M = ® nicht entscheidbar ist.
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Aufgabe 2.2 (Semi-Entscheidbarkeit) (7 Punkte)

Betrachten Sie folgende Menge:
M :={n € N|p,, ist primitiv-rekursiv }

Beweisen Sie, dass M nicht semi-entscheidbar ist. Reduzieren Sie dazu das Totalitdtsproblem TOT
auf M.

L6ésungsvorschlag

1L, falls pp(z) = L

Fiir das folgende Programm P gilt [P](n,z) = {
n , sonst

procedure P(n, x) <=
begin var y, r;
y := APPLY(PAIR?(n, x));

r :=n;
return(r)
end

Nach dem s-m-n-Theorem gibt es eine totale und berechenbare Funktion si : N2 — N mit

Psi(p,n) (@) = {

Damit ist die Funktion ¢ : N — N mit o(n) = s1 (3P, n) ebenfalls total und berechenbar. Es gilt
ne TOT = Vx € N. p,(x) # L
= Vz € N. [P](n,z) =n
= Vo € N. paupn(x) =n

1L falls pp(z) = L

n , sonst

= Psl(ypn) 18t primitiv-rekursiv
= Py(n) 18t primitiv-rekursiv

= o(n) € M,

denn fiir n € TOT ist 1 4p,) = C}, also primitiv rekursiv.
Andernfalls gilt

né¢ TOT = Ji e N. p,(i) = L
= 3 € N. [P](n,i) = L
= Ji € N.pappn (i) =1
= P51 () 18t nicht primitiv-rekursiv
= Po(n) ist nicht primitiv-rekursiv
= o(n) ¢ M.

Damit ist TOT =<, M. Da TOT nicht semi-entscheidbar ist, kann also auch M nicht semi-
entscheidbar sein.
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Aufgabe 2.3 (p-rekursive und primitiv-rekursive Funktionen) (15 Punkte)

Beweisen Sie, dass die folgenden Funktionen p-rekursiv sind, indem Sie jeweils eine Definition
durch Einsetzung, strukturelle Rekursion oder Minimierung angeben. Geben Sie auflerdem an, ob
die Funktion primitiv-rekursiv ist und belegen Sie Ihre Behauptung.

Sie konnen in Thren Beweisen sémtliche aus der Vorlesung als primitiv-rekursiv oder p-rekursiv
bekannten Funktionen unter Angabe der Quelle als primitiv-rekursiv beziehungsweise p-rekursiv
annehmen.

1. (3 Punkte)

fl(x):{e/;f falls ¥z € N

1 , sonst

Loésungsvorschlag

cube(z) := times(P}(x),square(z))
h(z,y) := cube(P?(z,y))

g(z,y) = equals(h(z,y), P3(z,y))
filz) = pg(x)

Die Funktion ist nicht total und damit nicht primitiv-rekursiv.

2. (3 Punkte)

fa(z,y) = B-‘

Losungsvorschlag

hi(z,z,y) = times(P3(z, x,y),P3(z, z,y)
ho(z,z,y) = pred(P3(z,z,7))
g9(z,z,y) := greater(hyi(z,xz,y),ha(z,2,v))
fa(z,y) = pg(Pi(z,y),P(x,y))

Die Funktion ist nicht total (y = 0) und damit nicht primitiv-rekursiv. (Da [J] undefiniert
ist, priifen wir z * y > pred(x) statt z *x y > x. So kann die Ungleichung fiir keine z, z gelten,
wenn y = 0 ist.)
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3. (3 Punkte)

z¥ [ fallsy >0

1, sonst

f3(3j,$) = {

Lésungsvorschlag
f3(0,2) =1 f3(y+1,2) := times(f3(y, z), x)
Damit ist die Funktion primitiv-rekursiv.

4. (3 Punkte)

fa(z) =L

Losungsvorschlag
fa(x) = pCi()
Die Funktion ist nicht total und damit nicht primitiv-rekursiv.

5. (3 Punkte)

0, falls po(y) = py(a) # L
1, sonst

f5(937y) = {

Loésungsvorschlag

9(0,z,y) = equals(uP(wz(x,y)), Up(7r2(y,a:)))
g(z+Lzy) = 1
f5(:c,y) = Mg(may)

Die Funktion ist nicht total und damit nicht primitiv-rekursiv.
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Aufgabe 2.4 (Turing Maschinen) (10 Punkte)

Geben Sie eine Turingmaschine TM patindrom = (Z, Zstarts Zstop, 10, 1,0}, 0, {0, I}, 6) an, die berech-
net, ob das Eingabewort ein Palindrom ist, d. h.

|, falls x € {O,I}* ein Palindrom ist
(bTMpalmdmm (x) =

O , sonst

L6ésungsvorschlag

Die TuringmaSChine mit Z = {Zstartv Znull—rechtss Zeins—rechtss “null—links  Zeins—links» “back s Zstop} und

0 definiert durch das folgende Turingprogramm berechnet diese Funktion.
Zstart 0] Znull—rechts 0 < Znull—rechts ) Znull—rechts 0O —
Zstart I Zeins—rechts U < Znull—rechts I Znull—rechts I —
Zstart 0 Zstop I O Znull—rechts O Znull—links O]
Zeins—rechts 0|z eins—rechts 0O — Znull—links (ORI back 0 <«
Zeins—rechts I Zeins—rechts I — Znull—links I Zstop O O
Zeins—rechts 0|z eins—links 0 <« Znull—links 0|z stop I O
Zeins—links ) Zstop O O Zback ) Zback 0 «
Zeins—links I Zback O <« Zback I Zback I <~
Zeins—links 0 Zstop I O Zback U | Zstart 0 —

Im Startzustand akzeptiert die TM die leere Eingabe, sonst merkt und 16scht sie das erste Element
und bewegt sich in einem der Zustande 2,11 rechts, Zeins—rechts bis zum Ende des Wortes. Dort wird
dann in den Zustand zpui_iinks, DZW Zeins—links gewechselt. Diese Zustédnde akzeptieren das leere
Wort (damit Palindrome ungerader Linge akzeptiert werden), lehnen das Wort bei falscher Endung
ab und l6schen bei richtiger Endung das letzte Zeichen bevor sie in den Zustand 24 Wechseln. Im
Zustand zp,.r wird wieder zum Anfang des Wortes bewegt um dann wieder in den Startzustand zu
wechseln. So akzeptieren wir auch die Palindrome gerader Lénge.



