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Losungsvorschlag

Aufgabe 1.1 (Abzihlbarkeit) (12 Punkte)
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

1. (2 Punkte) 247 fiir Ap aus Definition 4.11 ist abzihlbar.

Loésungsvorschlag

Die Aussage ist korrekt.

Nach Definition 4.11 ist Ap endlich. Damit hat Ap nur endlich viele Teilmengen (genau 2|A7’|),
also ist 247 endlich und damit abzihlbar.

2. (3 Punkte) Die Menge F \ [P] aller nicht-P-berechenbaren Funktionen N — N ist abzéhlbar.

Lésungsvorschlag

Die Aussage gilt nicht.

Sei F\ [P] abzéhlbar, die Menge [P] aller berechenbaren Funktionen N +— N ist nach Satz 5.2
abz#hlbar, also auch die Teilmenge [P[1]] der einstelligen, berechenbaren Funktionen. Damit
ist dann auch die Vereinigung beider Mengen, F, abzéhlbar. Dies steht in Widerspruch zu
Satz 5.5, also war die Annahme falsch und es gilt: Die Menge der nicht-P-berechenbaren
Funktionen F \ [P] ist iiberabzihlbar.

3. (6 Punkte) Die Menge 2}, := {M € 2V||M| € N} aller endlichen Teilmengen von N ist
abzahlbar.
Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f: N~ 2§n:

[0 ,falls n =0
f(n) = {{ﬂ%(n B 1)} U f(w%(n _ 1)) , falls n > 0
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Loésungsvorschlag

Die Aussage gilt.
Zu zeigen ist, dass f surjektiv ist, also 2§ C {f(n)|n € N}:
Sei M € 2§ beliebig. Wir zeigen durch Induktion iiber |[M|: In € N. M = f(n).
Induktionsanfang: |M| = 0, also M = (). Damit gilt M = f(0).

Induktionsschritt: |M| > 0, also M = {m} U M’ mit |M’'| = |M| — 1 Als Induktions-
voraussetzung gilt: In’ € N.M' = f(n’). Offenbar gilt dann M = f(7%(m,n’) + 1),
denn

F (w2 m,n')+1) = {73 (2(m, 1)) JUF (73 (72 (m, ) ) = {m}US(n') = {mpuM’ = M
Der Vollsténdigkeit halber zeigen wir noch, dass f tatséchlich die Signatur N — 2§n besitzt,
also 25 D {f(n)|n € N}

Durch Induktion zeigen wir: Vn € N.|f(n)| € N.
Induktionsanfang: n = 0 und damit |f(n)| = |0] =0 € N.
Induktionsschritt: n > 0. Als Induktionsvoraussetzung gilt:
vn' e Non' <n — |f(n)] €N
Nach Definition von f gilt: f(n) = {7f(n—1) }Uf(73(n—1)). Aus Aufgabe 2.1 wissen wir,
dass 73(n — 1) < n. Also gilt: ‘f(w%(n— 1))‘ = m € N. Damit folgt: ’f(n)! =1+meN

4. (1 Punkt) Die Menge 2% := {M € 2V } IN'\ M| € N} aller cofiniten Teilmengen von N ist
abzéhlbar.

Loésungsvorschlag

Die Aussage gilt.
Mit der Funktion f aus Teilaufgabe [3| konnen wir auch die cofiniten Teilmengen abzéhlen. Es
gilt offensichtlich: 28y = {N\ f(n)|n € N}.

Aufgabe 1.2 (Godelisierung) (14 Punkte)

Sei QEIH = {M e 2N ‘ |M| € N}, also die Menge aller endlichen Teilmengen von N. Sei - : QEH — N:

a0 , falls M =0
Tan= {W2<maX(M)W(M\{maX(M)})) +1 |, falls M #£0

Dabei ist max : 2V \ {#} — N die Funktion, die jeder nicht-leeren Menge natiirlicher Zahlen ihr
maximales Element zuordnet.

Ist in den folgenden Teilaufgaben ein Programm anzugeben, so kénnen Sie die Hilfsprozeduren
PAIR?, PAIR%, PAIR% nach Satz 4.3 und Satz 4.4 sowie die Prozeduren aus dem GGT-Beispiel in
Abbildung 2.3 ohne Angabe einer Definition verwenden.

1. (2 Punkte) Berechnen Sie v({0}), v({1}) und v({2,1})
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Loésungsvorschlag

o 7({0}) = =*(0,7(0)) +
o Y({1}) == (1,7(0)) +

2. (9 Punkte) Beweisen Sie, dass 7 eine Godelisierung geméf Definition 4.1 ist. Geben Sie dabei
insbesondere eine P[1]-Prozedur IS_SET mit [IS_SET] = ¢ an.

Lésungsvorschlag

a) -y ist injektiv
Wir zeigen durch Induktion iiber k:

Vk € N.VP,Q € 28 . |P| =k Avy(P)=~(Q) = P=Q

Daraus folgt die Injektivitit von v, da |P| € N fiir alle P € 2§ .

Induktionsanfang, k = 0: Mit |P| = k folgt P = (). Wegen ~(P) = v(Q) gilt 0 = v(Q).
Wegen Vni,ns € N.72(n1,ns) + 1 > 0 folgt @ = 0 und somit P = Q.

Induktionsschritt £ > 0: Als Induktionsvoraussetzung gilt:
VP, Q' € 24, [P =k —1Ay(P)=~(Q) = P' = Q'
Wegen k > 0 gilt P # () und damit
Y(P) = 7% (max(P), (P \ {max(P)}) ) +1.
Da y(P) = ~(Q) folgt v(Q) # 0, also
7(Q) = 7 (maX(Q),’Y(Q \ {max(Q)})) +1.
Damit muss also
72 (max(P), (P {max(P)}) ) = % (max(@),7(Q \ {max(Q)}))
gelten. Wegen der Injektivitit von 72 (Satz 4.3) ist damit auch

max(P) = max(Q) und 7 (P \ {max(P)}) = 7(Q \ {max(Q)}).

Da }P \ {maX(P)}‘ = k — 1 gilt nach Induktionsvoraussetzung P \ {max(P)} =
Q \ {max(Q)}. Mit max(P) = max(Q) folgt

P = (P\{max(P)})U{max(P)} = (Q\{max(Q)})U{max(P)} = (Q\{max(Q)})U{max(Q)} = Q.
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b)

v ist algorithmisch

Zunéchst stellen wir in einer Fallunterscheidung fest, ob die Menge leer ist. Ist dies der
Fall, wird 0 zuriickgegeben. Andernfalls bestimmen wir das maximale Element der Men-
ge. Enthélt die Menge genau ein Element, so ist dieses das maximale. Ansonsten merken
wir uns das erste eingelesene Element (in einer Variablen n) und stellen zunéchst re-
kursiv das maximale Element der Menge der restlichen Elemente fest. Dann vergleichen
wir dieses Maximum mit dem Wert von n. Ist der Wert von n griéfler, speichern wir das
berechnete Maximum in der Variablen n. Das berechnete Maximum der Menge und die
durch rekursive Anwendung dieses Algorithmus auf die Menge der nicht-maximalen Ele-
mente erhaltene Kodierung werden durch die berechenbare Funktion 72 in eine natiirliche
Zahl kodiert. SchlieBlich wird noch 1 addiert und das Ergebnis zuriickgegeben.

v?: N — {0,1} mit v9(m) =1 gdw. m € v(2} ) ist berechenbar.

procedzre IS_SET(y) <=
begin var m, n, r, X;

x = 1;

if y then
m := PAIR? (PRED(y));
r := PAIR3(PRED(y));

while r do
n := PAIR?(PRED(1));

r := PAIRZ(PRED(r));
if —GE(n,m)
then m :=

n
else x :=0; r :=0
end_if
end_while
end_if;
return(x)

end

Nach Definition von + ist eine natiirliche Zahl y genau dann eine Kodierung einer Menge
M €28 wenn y = 0 oder y = 7%(m,r) + 1 wobei r wieder die Kodierung einer Menge
N e ZIEH sein und Vn € N.m > n gelten muss.

Dieser Test wird durch die Prozedur IS_SET realisiert. Zunéchst wird der Fall y = 0
iiberpriift. Ansonsten werden m und r bestimmt. Fiir die Uberpriifung, ob r eine Menge
aus 2N kodiert, wird zunichst r = 0 getestet und andernfalls 7 wiederrum in m’ und r’
aufgeteilt.

Ist r’ die Kodierung einer endlichen Menge natiirlicher Zahlen, so ist m’ das maximale
Element der durch r kodierten Liste. Um die Maximalitdt von m zu zeigen, reicht es
also, m mit m’ zu vergleichen. Anschliessend wird im néchsten Schleifendurchlauf dann
getestet, ob 1’ eine Kodierung einer Menge aus 22; ist.

Die Schleife terminiert, wenn die Maximalitdtsbedingung verletzt oder die noch zu iiber-
priiffende Zahl 0 und damit die Kodierung der leeren Menge ist. Aus Aufgabe 2.1 ist
bekannt, dass 72(ni,ng) > ng, also ist 75(r — 1) < r — 1 < 7. Da r also in jedem
Schleifendurchlauf kleiner wird, terminiert die Schleife fiir jede Eingabe.
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Wurde die Maximalitdtsbedingung verletzt, so wird dies durch x angezeigt und 0 zuriick-
gegeben. Ansonsten ist y offenbar die Kodierung einer Menge M € 22111.

v~ 1 ist algorithmisch

Wir starten mit einer leeren Menge als Ergebnismenge. Analog zu IS_SET testen wir
zunéchst ob n = 0. In diesem Fall geben wir die Ergebnismenge zuriick. Andernfalls ist
n > 0. Das maximale Element 7f(n — 1) der durch n kodierten Menge fiigen wir der
Ergebnismenge hinzu und wiederholen diesen Schritt mit der durch 73(n — 1) kodierten
Menge. Mit dem gleichen Argument wie oben terminiert auch diese Schleife. In jedem
Schleifendurchlauf wird das maximale der noch nicht ausgegebenen Elemente in der
Ergebnismenge gespeichert, so dass nach Terminierung der Schleife alle Elemente in der
Menge enthalten sind.

3. (3 Punkte) Geben Sie eine P[1]-Prozedur MIN zur Berechnung des minimalen Elements einer
kodierten Menge an. Es soll gelten:

1 ,falls M =0

min(M) , sonst

MIN](y(M)) = {

Loésungsvorschlag

Die Elemente sind in absteigender Folge kodiert. Daher ist das letzte Element das Minimum
der Menge. Im Falle der leeren Liste ist die Kodierung 0 und die Prozedur bleibt endlos in der
Schleife. Ansonsten wird analog zur Prozedur IS_SET die noch verbleibende Menge aufgeteilt,
bis die Restmenge leer ist.

procedure MIN(y) <=
begin var m, r;

r

= y;

while —r do SKIP end_while;
while r do

m := PAIR? (PRED(x));
r := PAIR3(PRED(r))

end_while;
return(m)

end

Aufgabe 1.3 (rekursive Aufzéhlbarkeit) (7 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen.

1. (2 Punkte) Falls A und B rekursiv aufzihlbar sind, so ist A U B auch rekursiv aufzihlbar.

Loésungsvorschlag

Falls eines der Mengen leer ist, gilt AU B = A oder AU B = B, welche rekursiv aufzihlbar
sind. Fiir nicht-leere A und B gibt es surjektive, berechenbare Funktionen f4 : N — A und
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fB : N— B. Somit gibt es die surjektive, berechenbare Funktion f : N +— AU B, mit:

fA(Z) R falls x = 22
flx) = { -
fe(z) fallsz=2z+1

2. (1 Punkt) Falls AU B rekursiv aufzihlbar ist, so sind A und B auch rekursiv aufzéhlbar.

Loésungsvorschlag

Wihlen wir H und H, so ist H U H = N rekursiv aufzihlbar; H ist aber bekanntlich nicht
rekursiv aufzdahlbar.

3. (2 Punkte) Falls A und B rekursiv aufzidhlbar sind, so ist A x B auch rekursiv aufzéhlbar.

Loésungsvorschlag

Falls eines der Mengen leer ist, gilt A x B = () ist rekursiv aufzihlbar. Fiir nicht-leere A und
B gibt es surjektive, berechenbare Funktionen f4 : N — A und fp : N — B. Somit gibt es
die surjektive, berechenbare Funktion f : N +— A x B, mit:

f(@) = (fa(xi (@), fp(73(2)))

4. (2 Punkte) Falls A x B # () rekursiv aufzihlbar ist, so sind A und B auch rekursiv aufzihlbar.

Losungsvorschlag

Mit Hilfe der surjektiven, berechenbaren Funktion f : N — A x B lassen sich die surjektiven,
berechenbaren Funktionen f4 : N+— A und fp: N~ B angeben, mit:

falz) = a, fur f(z) = (a,b)
fe(x) =0, fir f(z) = (a,b)

Aufgabe 1.4 (Entscheidbarkeit) (7 Punkte)

Betrachten Sie das Problem A := {n € N|p,(n) = 8}.

1. (6 Punkte) Zeigen Sie durch Diagonalisierung, dass A nicht entscheidbar ist.

Losungsvorschlag

Angenommen, A sei entscheidbar. Dann ist die charakteristische Funktion y 4 berechenbar.
Damit ist die Funktion f mit

7 ,falls xya(n)=1
f(n) = "
8 , falls xa(n)=0
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ebenfalls berechenbar. Also gibt es ein n’ € N mit ¢, = f. Wir betrachtetn f(n') = @,/ (n').
Sei f(n') = 8, also n’ € A, dann folgt f(n') = 7 # 8, ein Widerspruch. Ist f(n’) # 8, dann
ist n’ ¢ A und damit f(n') = 8. Auch hier ergibt sich ein Widerspruch. Da alle Fille zu
Widerspriichen fithren, muss die Annahme, f sei berechenbar, falsch gewesen sein. Also kann
x4 nicht berechenbar sein, d.h. A ist nicht entscheidbar.

2. (1 Punkt) Beweisen Sie, dass A nicht entscheidbar ist.

Loésungsvorschlag

Dies folgt mit Satz 7.6 aus der Nicht-Entscheidbarkeit von A.



