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Vorwort

Dieses Skript ist eine iiberarbeitete und erweiterte Version des Vorlesungs-
skripts meiner im SS 2001 erstmalig gehaltenen Vorlesung iiber Berechenbarkeits-
theorie. Da es bei dieser Thematik um fundamentale Grundlagen geht, ist es
erforderlich, mit mathematischer Prézision zu arbeiten. Dieser Forderung kann
jedoch in einer Vorlesung vom Umfang 241 nicht durchgehend nachgekommen
werden. Man muf3 daher an gewissen Stellen an die “Vorstellungskraft” des Au-
ditoriums appellieren, wenn man den Stoff in beschréinkter Zeit présentieren will.
Konkret bezieht sich dieser Vorbehalt auf den Nachweis der P-Berechenbarkeit
der universellen Funktion und der universellen Schrittfunktion. Diese Auslassun-
gen sind zugegebenermafien hichst unbefriedigend, aber aus Zeitgriinden unver-
meidbar.

Herrn Markus Aderhold — als Horer der damaligen Vorlesung mit den Schwi-
chen des Originalskripts bestens vertraut — danke ich fiir sehr sorgfiltiges Korrek-
turlesen, Hinweise auf Fehler und konstruktive Verbesserungsvorschlége.

Bei aller Sorgfalt wird das Skript trotzdem noch Fehler enthalten.' Entspre-
chende Hinweise auf Schreibfehler und inhaltliche Schwéachen nehme ich gerne
unter Chr.Walther@informatik.tu-darmstadt.de entgegen.

Darmstadt, im Mai 2007

Das Skript wurde fiir das Sommersemester 2008 iiberarbeitet. Korrigiert wur-
den einige Schreibfehler sowie einige Ergédnzungen in Definitionen eingefiigt (und
Beweise dann entsprechend angepaft). Insbesondere wird jetzt fiir die Abarbei-
tung von Programmen unter einer Laufzeitbeschriankung ein einfacheres Kosten-
map verwendet. Darmstadt, im Mérz 2008

Das Skript wurde fiir das Sommersemester 2009 iiberarbeitet. Korrigiert wur-
den lediglich einige Schreibfehler. Darmstadt, im April 2009

Das Skript wurde fiir das Sommersemester 2011 iiberarbeitet. Neben der Kor-
rektur einiger Schreibfehler, redaktionellen Uberarbeitungen und Ergénzungen,
wie etwa durch Satz 9.8, wurden die Beweise fiir Definition durch gegenseitige
Rekursion sowie die Modellierung von while-Schleifen mittels p-rekursiver Funk-
tionen stark vereinfacht.

Darmstadt, im Juni 2011

! Einige Indexeintriige vermeiden Umlaute, also ‘ae’ anstatt ‘4’ u.s.w. Dies sind weder
Schreibfehler noch Ausdruck einer eigenwilligen Rechtschreibung, sondern vielmehr Notwen-
digkeiten, um Fehler meiner TEX-Installation zu umgehen.






1. EINLEITUNG

In der Berechenbarkeitstheorie wird untersucht, welche Aufgaben durch Rech-
ner gelost werden kénnen und welche Aufgaben prinzipiell nicht durch Rechner
l6sbar sind. Es geht hier also um die M6glichkeiten und insbesondere um die prin-
zipiellen Grenzen des Problemlosens mittels Rechnern. Die Ergebnisse der Be-
rechenbarkeitstheorie gehéren damit zum fundamentalen Grundlagenwissen der
Informatik.! Daher sollte jeder Informatiker — unabhingig davon, ob er sich fiir
theoretische Fragestellungen interessiert oder nicht — die essentiellen Grundvor-
aussetzungen seines Berufs kennen. Er sollte beispielsweise wissen,

e warum es keine gingige Programmiersprache gibt, in der nur terminierende
Programme geschrieben werden kénnen,

e warum es kein Entwicklungswerkzeug gibt, das feststellen kann, ob die op-
timierte Version eines Programms (beispielsweise eines Ubersetzers fiir eine
Programmiersprache) — abgesehen von verbesserter Laufzeit — das gleiche
leistet wie die nicht optimierte Originalversion des Programms,

e warum es kein Testwerkzeug gibt, mit dem festgestellt werden kann, ob die
Abarbeitung eines Programms mit bestimmten Eingaben terminiert oder
nicht,

e warum jedes Verfahren, mit dem die Terminierung von Programmen be-
wiesen werden kann, beim Terminierungsnachweis unendlich vieler (termi-
nierender) Programme versagt,

e warum es kein Verifikationswerkzeug gibt, mit dem fiir jedes Programm
festgestellt werden kann, ob das Programm eine bestimmten Aufgabe —
etwa das Sortieren von Listen, die Berechnung der Primfaktorzerlegung von
natiirlichen Zahlen u.s.w. — 16st oder nicht 16st.

1 Historisch handelt es sich um Ergebnisse der mathematischen Logik ab den 30er Jahren des
letzten Jahrhunderts, also aus einer Zeit, in der die Vorstellung programmierbarer Rechner eine
“Vision” ohne jeglichen Realitdtsbezug war. Die Informatik, deren “Geburt” als eigensténdige
Wissenschaft etwa 35 Jahre spéter datiert, hat diese Ergebnisse als Grundpréamissen ihres Fachs
iibernommen.



Anworten auf diese (und weitere) Fragen findet man in diesem Skript. Dabei
werden nur solche Ergebnisse der Berechenbarkeitstheorie vorgestellt, die ein In-
formatiker mindestens kennen sollte. Es handelt sich hier also nur um eine Ein-
fithrung in das Gebiet — fiir Vertiefungen wird auf das Literaturverzeichnis mit
einer Auswahl der umfangreichen Literatur zu diesem Thema verwiesen.

Da sich die Berechenbarkeitstheorie aus der mathematischen Logik, also einem
Teilgebiet der Mathematik, entwickelt hat, ist offensichtlich, dafl man hier um Be-
weise nicht herumkommt. Diese Beweise sind genaugenommen nicht kompliziert.
Versténdnisschwierigkeiten resultieren vielmehr daraus, dafl die abstrakten Be-
griffsbildungen nicht verstanden werden. Anders gesagt, viele Studenten haben
Schwierigkeiten, die mathematischen Konzepte in Bezug zu ihrer realen Informa-
tikpraxis zu setzen, was zum Verstdndnis der Inhalte jedoch unabdingbar ist.

Beispielsweise werden Programme “gédelisiert”, d.h. durch natiirliche Zahlen
kodiert, damit man Programme wie Daten verarbeiten kann. Der Ubersetzer ei-
ner Programmiersprache, der ja einen Programmtext als Eingabe erwartet, erhélt
in der Berechenbarkeitstheorie eine natiirliche Zahl als Eingabe, die lediglich die
Zahldarstellung eines Programmtextes ist. Zum Verstdndnis von Sétzen und Be-
weisen mufl man deshalb diese Zahlen dann nur als Reprdsentation von Programm-
texten “lesen”. Erkennt man jedoch diesen Bezug nicht, so kann man auch die
entsprechenden Sdtze und schon gar nicht deren Beweise verstehen.

Um Aussagen iiber die Berechnungen programmierbarer Rechner zu erhalten,
muf} ein Maschinenmodell zugrunde gelegt werden. Der iiberwiegende Teil der
Lehrbiicher dieses Gebiets verwendet dazu Turingmaschinen. Dies hat historische
Wurzeln, denn in einer Zeit, in der es keine programmierbaren Rechner (geschweige
denn Programmiersprachen) gab, mufite man sich mit dem mathematischen Mo-
dell eines Rechners — der Turingmaschine — begniigen. Die Turingmaschine besitzt
alle Merkmale eines Rechners (Programm- und Datenspeicher, Rechenwerk), und
folglich sind alle Ergebnisse, die man iiber Turingmaschinen erhélt, auf beliebige
Rechner mit beliebigen Betriebssystemen und beliebigen Programmiersprachen
iibertragbar.?

Allerdings ist die Programmierung von Turingmaschinen duflerst aufwendig,
und Turingprogramme sind nur mit grofler Miihe zu verstehen. Folglich steht
man bei Verwendung von Turingmaschinen vor einem Dilemma: Entweder ver-
wendet man in Beweisen andauernd Formulierungen der Form “wie man sich
leicht vorstellen kann, gibt es eine Turingmaschine die Dies-und-Das leistet”, er-
setzt Beweise durch Graphiken und andere Illustrationen u.s.w. und appelliert

2 Anstatt ein JAVA Programm unter Windows XP auf einem INTEL-Chip auszufiihren, kann
man also genausogut (die Hardwareimplementierung) einer Turingmaschine verwenden. Aus
Effizienzgriinden sollte man dies jedoch tunlichst unterlassen.



damit stdndig an die Vorstellungskraft der Studenten, oder aber man entwickelt
eine Programmiermethodik fiir Turingmaschinen, mittels derer dann Beweise ma-
thematisch préazise angegeben werden kénnen, d.h. so, wie es in einem Gebiet, in
dem es um fundamentale Grundlagen geht, eben erforderlich ist. Mit der zweiten
Losung erhélt man zwar die erforderliche mathematische Prézision, allerdings zu
einem hohen Preis: Zum einen miissen die Studenten in der Programmierung von
Turingmaschinen ausgebildet werden — eine Féahigkeit, die, abgesehen von Bear-
beitung der Ubungsaufgaben, vollig nutzlos ist. Zum anderen werden die entschei-
denden Beweisideen und die Kernaussagen des Gebiets stdndig durch die Turing-
programmierung verschleiert und schlimmstenfalls sogar verdeckt. Sétze und deren
Beweise werden dadurch genauso “barock” wie die Turingprogramme selbst.

Aber miissen iiberhaupt Turingmaschinen verwendet werden? Um die zen-
tralen Ergebnisse der Berechenbarkeitstheorie zu erhalten, ist ein Maschinenmo-
dell erforderlich, bei dem Programme Programme verarbeiten kénnen. Dies ist je-
doch schon bei Programmierung in irgendeiner Assembler- bzw. Maschinensprache
moglich, und folglich verwenden einige Lehrbiicher eine sogenannte Registerma-
schine oder random access machine (RAM) als Modell eines Rechners. Zwar stellt
die Assemblerprogrammierung einen groffen Fortschritt gegeniiber der Turingpro-
grammierung dar, sie besitzt im Prinzip jedoch die gleichen Nachteile wie die
Turingprogrammierung, allerdings in stark abgeschwéchter Form.

Da jedoch auch Programme einer héheren Programmiersprache Programme
(dieser Programmiersprache) verarbeiten konnen (etwa ein in C geschriebener
C-Ubersetzer oder ein in JAVA geschriebener JAvA-Interpretierer), kann man ge-
nausogut eine hohere Programmiersprache als Ausgangspunkt wéhlen. In einigen
Programmiersprachen, wie etwa LiSP, werden Programme und Daten iiberhaupt
nicht unterschieden, die Verarbeitung von Programmen durch Programme kann
dort direkt — also ohne den Umweg iiber Kodierungen von Programmen — im-
plementiert werden. Einige (wenige) Lehrbiicher zur Berechenbarkeitstheorie, wie
beispielweise das hier ausdriicklich zur Vertiefung empfohlene [Jones(1997)], ver-
wenden eine solche Programmiersprache als Ausgangspunkt fiir ihre Présentation.

Andere Programmiersprachen, wie etwa C oder JAVA, erlauben keine direkte
Verarbeitung von Programmen. Dort geht man dann den Umweg iiber geeignete
Datenstrukturen, indem Programme etwa als Texte (string, array of character)
“kodiert” werden. Auch solche Programmiersprachen werden gelegentlich in Lehr-
biichern verwendet, etwa in [Kfoury et al.(1982)Kfoury, Moll, and Arbib] und
[Wagner(1994)]. Dies ist genauso akzeptabel wie die Verwendung einer Program-
miersprache, in der Programme direkt verarbeitet werden kénnen, denn die Repréa-
sentation von Programmen durch Datenstrukturen der Sprache ist géngige Praxis
in der Informatik.



Um das Verstédndnis der Vorlesungsinhalte nicht unnotig zu erschweren, ver-
wenden wir deshalb in diesem Skript eine einfache (hohere) Programmiersprache
— P genannt — zur Implementierung von Algorithmen. Diese Programmiersprache
enthélt nur Sprachkonzepte, die man auch in jeder anderen héheren Programmier-
sprache findet. Damit ist jedermann, der wenigstens mit einer hoheren Program-
miersprache vertraut ist, sofort in der Lage P-Programme zu verstehen und zu
schreiben.

Bei Definition dieser Programmiersprache miissen wir entscheiden, wie aus-
drucksstark die Sprache gewéhlt werden soll. Diese Frage ist deshalb von Bedeu-
tung, da viele Beweise in der Berechenbarkeitstheorie konstruktiv gefiihrt werden.
Beispielsweise zeigt man, dafl ein Problem durch einen Rechner losbar ist, in-
dem man ein Programm angibt, das die Losung berechnet. Ebenso kann man
die algorithmische Unlosbarkeit von Problemen zeigen: Man fiihrt einen Wider-
spruchsbeweis und nimmt dafiir die Losbarkeit des Problems an. Damit muf es
ein Programm geben, das eine Losung berechnet. Dieses Programm verwendet
man dann zur Konstruktion weiterer Programme, von denen eines offensichtlich
Unmogliches leistet, und damit einen Widerspruch offenbar macht.

Kurzum, viele Beweise erfordern hier Programmierung, und je ausdruckstéarker
die verwendete Programmiersprache ist, desto einfacher ist es solche Programme
zu schreiben. Nur wird es dann auch aufwendiger — und bei Verwendung géngiger
Programmiersprachen praktisch unmoglich — Beweise iiber Berechnungen von Pro-
grammen dieser Sprache zu fithren.? Dieses Problem vermeidet man bei Verwen-
dung einer sehr einfachen Programmiersprache. Allerdings ist dann die Program-
mierung miihselig, und damit werden Beweise aufwendiger. Abhilfe ist hier, die
sehr einfache Sprache durch weitere Sprachkonzepte ausdrucksstérker zu gestalten,
wobei diese zusétzlichen Sprachkonzepte jedoch nur als abkiirzende Schreibweisen
fiir Programmfragmente der Ausgangssprache aufgefafit werden. Damit wird die
Programmierung komfortabler, und bei Beweisen kann dann je nach konkreter
Aufgabenstellung frei gewéhlt werden, ob man die erweiterte Sprache verwendet
oder aber nur die Ausdriicke der einfachen Kernsprache betrachtet.

Unter Verwendung von P-Programmen fiihren wir nachfolgend diejenigen zen-
tralen Grundbegriffe der Berechenbarkeitstheorie ein und beweisen die Kernaus-
sagen des Gebiets, die jeder Informatiker kennen sollte.

3 Es reicht natiirlich nicht, ein Programme nur anzugeben, sondern man mufl auch zeigen,
daf dieses Programm auch das Gewiinschte leistet. D.h., Programme miissen verifiziert werden
— darin steckt dann der eigentliche Beweis. Ohne Werkzeugunterstiitzung ist dies bei géngigen
Programmiersprachen jedoch ein hoffnungsloses Unterfangen.



Daran anschlieffend betrachten wir mit den pu-rekursiven Funktionen ein al-
ternatives Berechenbarkeitsmodell, das man als eine Art funktionale Program-
miersprache auffassen kann. Die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen p-
rekursiven Funktionen und (imperativen) P-Programmen sowie darauf aufbauend
der Aquivalenznachweis beider Berechenbarkeitsmodelle bildet den Kern dieses
Kapitels.

Abschlieflend werden Turingmaschinen sowie ihr Zusammenhang mit P-Pro-
grammen betrachtet, denn dieses Berechenbarkeitsmodell ist nach wie vor der
de-facto Standard des Gebiets (und verwandter Gebiete, wie etwa der Komplexi-
tatstheorie), und sollte daher jedem Informatiker in seinen Grundziigen geldufig
sein.?

4 Dieses Kapitel steht nicht im Widerspruch zu den zuvor geduflerten Vorbehalten, denn
diese beziehen sich ja nicht auf die Turingmaschine an sich, sondern lediglich auf die Didaktik,
die die Turingmaschine zum Ausgangspunkt der Einfiihrung in die Grundbegriffe der Berechen-
barkeitstheorie macht.



2. RECHNER, ALGORITHMEN, PROGRAMME

2.1. Rechner und Programmiersprachen

Die einfachste Methode nachzuweisen, dafl eine Aufgabe mittels eines Rechners
losbar ist, besteht darin, in irgendeiner Programmiersprache ein Programm zu
schreiben, das diese Aufgabe 16st. Wie soll man aber nun von einer Aufgabe zeigen,
daf sie prinzipiell nicht mit Rechnern l6sbar ist? Dies zu behaupten bedeutet ja,
dafl wir nicht nur eine Aussage iiber alle konkreten Rechner und alle bislang
definierten Programmiersprachen treffen, sondern sogar iiber alle Rechner, die
iiberhaupt noch nicht entworfen wurden und iiber alle Programmiersprachen, die
man sich irgendwann einmal ausdenken kann.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist der Begriff des Algorithmus. Darunter
soll allgemein ein Verfahren verstanden werden, das automatisch ausgefiihrt wer-
den kann. Soll ein Algorithmus auf einem Rechner ausgefithrt werden, so muf
dieser Algorithmus in einer Programmiersprache représentiert, d.h. aufgeschrieben,
werden, deren Programme durch den betreffenden Rechner ausfiihrbar sind. Ein
Programm ist also nur eine Darstellung eines bestimmten Algorithmus in einer
bestimmten Programmiersprache.

Beispielsweise kann man Felder (“arrays”) mit dem Quicksort-Algorithmus
ordnen. Alternativ kénnen zur Losung dieser Aufgabe auch andere Algorithmen,
wie z.B. Mergesort, Heapsort, Bubblesort u.s.w. verwendet werden. Der Unter-
schied zwischen diesen Algorithmen besteht darin, daf sie die gestellte Aufgabe
(“ordne ein Feld”) in unterschiedlicher Art lésen.

Sollen Felder durch einen Rechner geordnet werden, so wéahlen wir zunéchst
eine Programmiersprache wie etwa Lisp, Java, C, C*t+, ... | die auf dem betref-
fenden Rechner ausfithrbar ist, und implementieren dann den Sortieralgorithmus
unserer Wahl, also z.B. Quicksort, in der gewahlten Programmiersprache. Ergeb-
nis dieser Bemiihung ist dann beispielsweise eine Implementierung von Quicksort
in JAVA, die jetzt auf dem gewédhlten Rechner ausgefiihrt werden kann.

Mit der Implementierung eines Sortierverfahrens in einer ausfithrbaren Pro-
grammiersprache kann man offensichtlich davon ausgehen, dafl das Sortieren von
Feldern zu denjenigen Aufgaben gehort, die mittels Rechnern 16sbar sind. Jedoch

10



stellt sich die Frage, was allgemein unter “Ist Aufgabe z durch einen Rechner
losbar?” genau zu verstehen ist.

Mit Definition einer Programmiersprache muf3 nicht nur deren Syntaxr angege-
ben werden, sondern auch deren Semantik. Mit der Definition der Semantik wird
festgelegt, was die Abarbeitung eines Programms der Programmiersprache auf
einem Rechner bewirken soll. Dabei wird von konkreten Rechnern abstrahiert:
Wird ein Programm auf einem (beliebigen) Rechner ausgefiihrt, so werden die
Speicherinhalte des Rechners veréndert. Die “Wirkung” der Abarbeitung eines
Programms kann damit abstrakt als Verdnderung des initialen Speicherinhalts zu
dem Speicherinhalt, der nach Abarbeitung des Programms vorliegt, beschrieben
werden. Mit diesem Ansatz miissen wir nicht mehr alle Rechner in ihrer Vielsei-
tigkeit und Unterschiedlichkeit betrachten: Jeder Rechner besitzt einen Speicher,
der veréndert werden kann, und dies reicht uns zur Modellierung aller Rechner.

Allerdings haben wir mit Definition der Semantik einer Programmiersprache
implizit weitere Annahmen iiber Rechner getroffen, denn wir fordern ja, daff Rech-
ner auch das leisten kénnen, was wir durch die Semantik festgelegt haben. Man
mufB sich hier also einigen, welche Féhigkeiten von einem Rechner mindestens zu
verlangen sind. Dies geschieht dadurch, daf§ gleichsam eine Art “Standardrech-
ner” definiert wird, dessen Fahigkeiten der Mafistab iiber alle Aussagen ist, die
wir iiber beliebige Rechner treffen. Ein allgemein akzeptierter “Standardrechner”
ist die Turingmaschine. Kann man nun zeigen, dafi eine Programmiersprache (mit
gegebener Semantik) diesem Standard geniigt, so ist mit dem Nachweis der nicht-
Programmierbarkeit (bzw. der Programmierbarkeit) eines Losungsverfahrens fiir
ein Problem in dieser Programmiersprache zugleich die prinzipielle Unltsbarkeit
(bzw. Losbarkeit) des Problems durch alle Rechner, die dem Turing-Standard
geniigen, gezeigt. Es bleibt dann nur noch nachzuweisen, dafl die Programmier-
sprache (mit gegebener Semantik) auch tatséchlich dem Turing-Standard geniigt.
Dies geschieht dadurch, indem man einen Interpreter fiir eine Turingmaschine in
der gegebenen Programmiersprache implementiert. Gelingt dies, so kénnen alle
Berechnungen einer Turingmaschine auch durch Programme der gegebenen Pro-
grammiersprache durchgefiihrt werden. Eine Programmiersprache, in der man eine
Turingmaschine implementieren kann, wird auch Turing-vollstindig oder allgemei-
ner berechnungsvollstindig genannt.

Hat man nun von einem Problem nachgewiesen, dafl kein Programm einer
bestimmten berechnungsvollstéindigen Programmiersprache ein Losungsverfahren
fiir dieses Problem implementiert, so weil man, dafl dieses Problem durch kein
Programm irgendeiner Programmiersprache gelost werden kann. In so einem Fall
geht man davon aus, daf8 das Problem prinzipiell nicht mit Rechnern 16sbar ist.!

! Bei dieser SchluBfolgerung unterstellt man implizit, dafl kein Rechner mehr leisten kann
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2.2. Die Programmiersprache P

Mit den Uberlegungen des letzten Abschnitts konnen wir die Frage “Ist Aufgabe
x durch einen Rechner 16sbar?” mit “nein” beantworten, wenn wir nachweisen
konnen, da kein Losungsverfahren fiir die Aufgabe z als Programm einer be-
rechnungsvollstindigen Programmiersprache implementiert werden kann.? Da wir
zur Untersuchung der Unlosbarkeit von Aufgaben durch Rechner nur eine berech-
nungsvollstdndige Programmiersprache betrachten miissen, ist jetzt eine solche
Programmiersprache auszuwéhlen.

In einem ersten Schritt abstrahieren wir von einer konkreten Programmier-
sprache, denn es ist offenbar fiir die weiteren Uberlegungen unerheblich, ob wir
einen Algorithmus in LisP, Java, PascaL, C, C*™", ... oder irgendeiner an-
deren Programmiersprache implementieren. Wir verwenden statt dessen eine ein-
fache Programmiersprache P, die fiir unsere Untersuchungen ausreicht. Damit
abstrahieren wir von den vielfaltigen und reichhaltigen Sprachkonzepten géngiger
Programmiersprachen, die fiir die Programmierung zweifellos niitzlich sind, aber
unsere Untersuchungen aufwendiger machen wiirden. Anders gesagt, man kann
in den géngigen Programmiersprachen sicher elegantere und “bessere” Program-
me schreiben als in der von uns verwendeten Programmiersprache P. Da dieser
Aspekt jedoch hier keine Rolle spielt, kénnen wir uns auf eine einfache Program-
miersprache beschrénken.

Definition 2.1. (Programmiersprache P)
Die Programmiersprache P ist wie folgt definiert:

e Der einzige Datentyp in P ist die Menge N der natiirlichen Zahlen. Dabei
sind natiirliche Zahlen beliebiger Gréfie erlaubt.

e Fin P-Programm ist eine P-Prozedur, die wir in der Form

procedure PROC(x,,...,xx) <= PROCBODY

angeben. Dabei sind x4, ...,%, paarweise verschiedene Bezeichner fiir die
formalen Parameter der Prozedur und PROCBODY ist der Rumpf der Pro-
zedur.

als die Turingmaschine. In Abschnitt 3.2 wird die Giiltigkeit dieser Annahme diskutiert.

2 Um die Losbarkeit einer Aufgabe festzustellen, reicht offenbar die Angabe eines Losungs-
verfahrens als Programm irgendeiner — also nicht notwendigerweise berechnungsvollstandigen —
Programmiersprache.
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e Der Prozedurrumpf PROCBODY einer Prozedur ist ein Block, d.h. ein Aus-
druck der Form

begin var y,,...,yn; STA; return(y,;) end

wobei var y,, . ..,yn eine nicht-leere Folge von Deklarationen lokaler Vari-
abler gefolgt von einer Programmanweisung STA und einer (der deklarier-
ten) lokalen Variablen y; (als Argument von return) ist.> Dabei miissen
alle lokalen Variablen einer solchen Deklarationsfolge verschieden bezeich-
net sowie verschieden von den formalen Parametern sein. Formale Parameter
und lokale Variable werden auch als Programmvariable bezeichnet.

e Als Programmausdriicke EXPR sind erlaubt:

— natiirliche Zahlen 0, 1, 2, ... ,

— formale Parameter der Prozedur,

— lokale Variable der Prozedur,

— Ausdriicke der Form SUCC(EXPR'), sowie
— Ausdriicke der Form PRED(EXPR/),

wobei EXPR’ jeweils ein Programmausdruck ist.*

e Als Programmanweisungen verwenden wir

— die Leeranweisung SKIP,

— die Zuweisung y := EXPR, wobei EXPR ein Programmausdruck und y
eine lokale Variable ist,

— die bedingte Anweisung if EXPR then STA1 else STA2 end_if, wobei
EXPR ein Programmausdruck und STA1, STA2 Programmanweisungen
sind,

— die Hintereinanderausfithrung von Anweisungen STA1 ;STA2, wobei STA1
und STA2 Programmanweisungen sind, sowie

3 Der Ausdruck return(y;) dient lediglich zur Angabe der lokalen Variablen, in der das
Ergebnis einer P-Prozedur abgespeichert ist. Dabei wird return nur aus Lesbarkeitsgriinden
verwendet, man kénnte genausogut eine lokale Variable ohne return zu Angabe des Ergebnisses
erlauben.

4 SUCC steht fiir die Nachfolgerfunktion (engl. successor) und PRED steht fiir die Vorgiinger-
funktion (engl. predecessor).
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— die Schleifenanweisung while EXPR do STA end while, wobei EXPR ein
Programmausdruck und STA eine Programmanweisung ist.

P ist die Menge aller P-Programme, und P [k] C P ist die Menge aller P-Pro-
gramme mit k formalen Parametern. |

Abbildung 2.1 zeigt ein P-Programm, also einen Text aus P [2], der die syn-
taktischen Forderungen von Definition 2.1 erfiillt.

Da wir die Programmiersprache P im folgenden héufig verwenden, fiithren
wir einige zusétzliche Programmkonstrukte ein, die die Programmierung verein-
fachen und P-Programme lesbarer gestalten. Dabei stellen diese Erweiterungen
lediglich abkiirzende Schreibweisen dar. Wir geben jeweils an, was genau durch
ein zusétzliches Programmkonstrukt abgekiirzt wird, und definieren damit die
Semantik, d.h. die Bedeutung, dieser neuen Ausdriicke durch Ausdriicke der Ori-
ginalsprache.

Definition 2.2. (Erweiterung 1 der Programmiersprache P)

1. Wir erlauben Blocke auf der rechten Seite von Zuweisungen, d.h. wir diirfen
auch
procedure P'(x,,...,x) <=
beginvar yi,...,¥n,¥;

y := begin var y},...,y,; STA; return(y;) end;

return(...)
end

schreiben, wobei STA eine Programmanweisung ist, in der die im Block dekla-
rierten lokalen Variableny', ... ,y, sowie Programmvariable des umgeben-
den Blocks vorkommen diirfen — formale Parameter x; und lokale Variable
yi von P’ sind in STA also erlaubt.

Wir fassen solche Prozeduren als Abkiirzung fiir

procedure P(xy,...,xy) <=
begin var yi,...,Vn,¥5Z15 - 5Zn;

STA[Y: /21, - - -, Yo/ Zal 5
yi=2zy;

return(...)
end
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procedure EQUAL(x1,x2) <=
begin var n,m,false,res;
n:=x1; m:=x2;
while n do
n := PRED(n);
if m then m:= PRED(m) else false:=1 end if
end_while;
if false
then res :=0
else if m then res :=0 else res:=1 end_if
end_if;
return(res)
end

Abbildung 2.1: Eine P-Prozedur zur Berechnung von x1 = x2

auf, wobei z,, . . ., zy Bezeichner fiir lokale Variable sind, die alle verschieden
von den Programmvariablen der Prozedur P’ sind und STA[y)/z,...,
Vn/Zn] aus STA entsteht, indem jedes Vorkommen der lokalen Variablen y’ in
STA durch z; ersetzt wird. Die Umbenennungen stellen sicher, da8 bei Na-
menskonflikten zwischen lokalen Variablen in einem Block und Programm-
variablen der Prozedur (durch identische Benennungen) immer die lokalen
Variablen des innersten Blocks verwendet werden.’

2. Wir erlauben Blocke anstelle von Programmausdriicken auch in bedingten
Anweisungen und in Schleifenanweisungen, d.h. wir diirfen sowohl

procedure P'(xy,...,x) <=
begin var yi,...,¥n;

if begin var y),...,y,; STA; return(y;) end
then STA1
else STA2

end_if;

return(...)
end

5 In Beispielen werden wir — falls bequem — auf die Umbenennung einer lokalen Variablen yg
aus dem Rumpf des Blocks zu z; verzichten, falls y} verschieden von allen Programmvariablen
der Prozedur ist.
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als auch

procedure Q' (x4, ...,xx) <=
begin var yy,...,¥n;

while begin var y),...,y,; STA; return(yg) end
do STA1 end_while;

return(...)
end

schreiben, wobei STA eine Programmanweisung ist, in der die im Block dekla-
rierten lokalen Variablen y), .. .,y. sowie Programmvariable des umgeben-
den Blocks vorkommen diirfen — formale Parameter x; und lokale Variable
y; von P’ bzw. Q' sind in STA also erlaubt.

Wir fassen solche Prozeduren als Abkiirzung fiir

procedure P(xy,...,xg) <=
begin var yi,...,¥n,y;

y :=begin var y},...,y,; STA; return(y;) end;
if y then STA1 else STA2 end_if;

return(...)

end

und
procedure Q(Xy,...,xx) <=
beginvar yi,...,¥n,¥;

y :=begin var y),...,y,; STA; return(yg) end;
while y do

STA1;

y :=begin var y),...,y,; STA; return(y;) end
end_while;

return(...)
end

auf, wobei y ein Bezeichner einer lokalen Variable ist, der verschieden von
den Programmvariablen der Prozeduren P’ und Q' ist.
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3. Wir verwenden Hilfsprozeduren in P-Programmen, um diese besser zu struk-
turieren und lesbarer zu gestalten. Dazu erlauben wir Prozeduraufrufe der
Form PROC(EXPR, , . . . ,EXPRy) an allen Stellen in einem Programm bzw. in
einer anderen Prozedur, an denen ein Programmausdruck stehen darf. Dabei
sind EXPRy, ..., EXPRy Programmausdriicke, die keine Prozeduraufrufe ent-
halten, die zu (direkt oder gegenseitig) rekursiv definierten Programmen
fiihren.% Fiir eine P-Prozedur

procedure PROC(xy, .. .,xx) <=
begin var yi,...,y,; STA; return(y,) end

wird ein Prozeduraufruf PROC(EXPR,, . ..,EXPRy) in einer P-Prozedur P als
Abkiirzung fiir den Block

begin var yi,...,¥n;
STA[x; /EXPR4, . . ., /EXPRy|;
return(y, )

end

aufgefafit, wobei STA[xy /EXPRy, ..., xx/EXPRy] aus STA entsteht, indem jedes
Vorkommen eines formalen Parameters x; im Rumpf STA von PROC durch
den korrespondierenden aktuellen Parameter EXPR; ersetzt wird. [ |

Wir erhalten ein P-Programm P aus einem Programm P’ der erweiterten
Sprache wie folgt:

1. Wir eliminieren alle Prozeduraufaufrufe in P’, so wie in Definition 2.2(3)
angegeben. Dies gelingt immer, da Prozeduraufrufe, die zu (direkt oder ge-
genseitig) rekursiv definierten Programmen fithren, ausgeschlossen sind.

2. In einem zweiten Schritt eliminieren wir alle Blécke in bedingten und in
Schleifenanweisungen, so wie in Definition 2.2(2) angegeben.

3. Nach Schritt 2. erhélt man ein Programm der erweiteren Sprache, in dem
keine Prozeduraufrufe vorhanden sind und Blocke nur noch auf der rech-
ten Seite von Zuweisungen vorkommen. Diese werden so wie in Definition
2.2(1) angegeben eliminiert. Resultat ist dann ein P-Programm P, das den
Forderungen von Definition 2.1 geniigt.

Um die Programmierung weiter zu vereinfachen, fithren wir zusétzliche Schreib-
weisen ein:

6 Mit dieser Forderung erzwingen wir, dafl Prozeduraufaufrufe immer ersetzt werden kénnen.
Bei einer Prozedur der Form procedure P(x) <= begin var y; y := P(EXPR);return(y) end
wére dies nicht moglich.
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if EXPR = ny

then STA,
else if EXPR = ny
case EXPR of then STA,
ni: STA; else ...
Nng: STAs :
: if EXPR = ny
ny: STAg then STA;
other: STA,iher else STA iher
end_case end_if
end_if

procedure MINUS(y1,y2) <=
begin var n,m;
n:=yl; m:=y2;
while m do
n := PRED(n); m := PRED(m)
end while; return(n)
end

procedure GE(y1,y2) <=
begin var n,m,res;
n:=yl; m:=y2;
while n Am do
n := PRED(n); m := PRED(m)
end_while;
if m = 0 then res := 1 end_if;
return(res)
end

Abbildung 2.2: case-Anweisungen als Abkiirzungen fiir bedingte Anweisungen

procedure GGT(y1,y2) <=
begin var n,m,res;
n:=yl;
m:=y2;
while n Amdo
if GE(n,m)
then n := MINUS(n,m)
else m := MINUS(m,n)
end_if
end_while;
ifn
then res :=n
else res :(=m
end_if;
return(res)
end

Abbildung 2.3: Ein P-Programm mit Hilfsprozeduren zur Berechnung des ggt



Definition 2.3. (Erweiterung 2 der Programmiersprache P)

1.

Da wir natiirliche Zahlen in den bedingten Anweisungen und in den Schlei-
fenanweisungen wie Wahrheitswerte auffassen, ist es praktisch, logische Ope-
ratoren auch fiir natiirliche Zahlen zu erlauben. Wir verwenden daher fiir
Programmausdriicke EXPR1 und EXPR2

e “—EXPR1” als Abkiirzung fiir “pegin var y; if EXPR1 theny := 0 else
y := 1 end_if; return(y) end”,

e “EXPR1VEXPR2” als Abkiirzung fiir ‘begin var y; if EXPR1 theny :=
1 else y := EXPR2 end_if; return(y) end”, und

e “EXPR1AEXPR2” als Abkiirzung fiir ‘begin var y; if EXPR1 theny :=
EXPR2 else y := 0 end_if; return(y) end”.

Wir erlauben Programmausdriicke der Form EXPR' = EXPR”, die wir als Ab-
kiirzung fiir den Aufruf EQUAL(EXPR',EXPR”) einer Prozedur EQUAL, definiert
wie in Abbildung 2.1, auffassen.

Wir erlauben einseitig bedingte Anweisungen und schreiben “if EXPR then
STA end_if” als Abkiirzung fiir “if EXPR then STA else SKIP end if”.

Wie erlauben case-Anweisungen, d.h. Fallunterscheidungen, die wir als Ab-
kiirzung fiir eine bedingte Anweisung auffassen, sieche Abbildung 2.2. Dabei
ist EXPR ein Programmausdruck, ny, ..., n; mit k > 1 sind natiirliche Zahlen
und STAy, ... , STAy, STAyper sind Programmanweisungen.

Wir erlauben eine zweite Form von Schleifenanweisungen und schreiben
‘“repeat STA until EXPR” als Abkiirzung fiir “STA; while —EXPR do STA
end_while”. |

Mit diesen Erweiterungen unserer Programmiersprache 148t sich jetzt beispiels-
weise ein GGT-Programm wie in Abbildung 2.3 angeben. Aus diesem Programm
entsteht das P-Program aus Abbildung 2.4 durch Elimination der Hilfsprozeduren
und der logischen Operatoren, so wie in Definitionen 2.2 und 2.3 angegeben.

Um die Lesbarkeit von P-Programmen weiter zu erhohen, verwenden wir offen-
sichtliche abkiirzende Schreibweisen, also etwa x # y anstatt —x = y. Im folgenden
werden wir die Programmiersprache P sowohl in ihrer urspriinglichen Definition
als auch in ihren Erweiterungen verwenden, je nachdem, wie es fiir den jeweiligen
Zweck am bequemsten ist. Dabei diirfen wir jedoch bei Untersuchungen iiber P-
Programme immer davon ausgehen, dafl ein P-Programm in der urspriinglichen
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procedure GGT(yl,y2) <=
begin var n,m,res,loop;
n:=yl; m:=y2;
loop := begin var r;
if nthenr:=melser :=n end_if;
return(r)
end;
while loop do
if begin var x,y,res,loop; x:=n; y:=m; res :=0;
loop := begin var r;
if x thenr:=y else r :=x end_if;
return(r)
end;
while loop do
x := PRED(x); y := PRED(y);
if x then loop := y else loop := x end_if
end_while;
if y then SKIP else res := 1 end_if;
return(res)
end
then n := begin var x,y; x:=n; y :=m;
while y do
x := PRED(x); y := PRED(y)
end_while;
return(x)
end; loop:=n
else m:= begin var x,y; Xx:=m; y :=n;

while y do
x := PRED(x); y := PRED(y)
end_while;
return(x)
end; loop:=m
end_if
end_while;
if n then res :(=n else res :=m end_if;
return(res)
end

Abbildung 2.4: Ein P-Programm zur Berechnung des ggt von y1 und y2
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Form nach Definition 2.1 gegeben ist, denn die Programmkonstrukte der erweiter-
ten Sprache kénnen immer — wie in Definitionen 2.2 und 2.3 angegeben — eliminiert
werden. Dort, wo es erheblich ist, ob ein PP-Programm in der urspriinglichen oder
in der erweiterten Form gegeben ist, werden wir explizit darauf hinweisen.

Da rekursiv definierte Prozeduren verboten sind, diirfen wir insbesondere davon
ausgehen, daf} jedes Programm aus genau einer Prozedur besteht, denn Prozedur-
aufrufe konnen immer durch den instantiierten Rumpf der aufgerufenen Proze-
dur ersetzt werden. Deshalb verwenden wir im folgenden die Begriffe Programm
und Prozedur auch als Synonyme. Beispielsweise definiert die Prozedur MINUS aus
Abbildung 2.3 ein Programm, und wir sagen dann z.B. auch, daf§ das Programm
MINUS aufgerufen wird. Andererseits konnen wir auch sagen, daf§ die Prozedur GGT
aufgerufen wird, wobei wir dann stillschweigend voraussetzen, dafl die Prozeduren,
die bei Definition von GGT verwendet wurden, also MINUS und GE, zusammen mit
GGT gegeben sind.

2.3. Semantik von P-Programmen

Die Programme der Programmiersprache P sind zunéchst einmal nur syntaktische
Objekte, also Worte iiber einem bestimmten Alphabet. Da wir mit Programmen
Algorithmen beschreiben wollen, miissen wir jetzt definieren, was es bedeuten
soll, wenn ein P-Programm auf einem Rechner abgearbeitet wird. Wir miissen
also die Semantik von P, d.h. die Bedeutung der Ausdriicke und Anweisungen der
Programmiersprache P definieren. Zwar ist in den meisten Féllen intuitiv klar,
was die Abarbeitung eines P-Programms bewirkt. Um aber Mifiverstandnisse und
Fehlinterpretationen zu vermeiden, mufl die Semantik von P-Programmen prézise
angegeben werden, etwa um zu klaren, was das Ergebnis von PRED(0) und was
die Bedeutung der Leeranweisung SKIP ist, was geschieht, wenn auf eine nicht-
initialisierte lokale Variable zugegriffen wird, u.s.w. Die Semantik mufl aber vor
allem deshalb mathematisch prézise definiert werden, damit wir Aussagen iiber
die Berechnungen, die bei Ausfithrung von P-Programmen stattfinden, formal
beweisen konnen.

Wir definieren jetzt eine operationale Semantik von P-Programmen, indem wir
angeben, wie genau P-Programme abgearbeitet werden sollen.” Dazu bendtigen
wir zunéchst einen Speicher beliebiger Grofle. Diesen Speicher modellieren wir
durch eine Teilmenge M des kartesischen Produkts N x N, wobei (i,n) € M be-

7 Man kann die Semantik von Programmen auch nicht-operational angeben und diese etwa
axiomatisch oder denotational definieren. Diese verschiedenen Konzepte zur Semantikdefini-
tion besitzen alle Vor- und Nachteile; fiir unsere Untersuchungen ist die operationale Form
zweckméaBig.
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deutet, daB in der Speicherzelle von M mit Adresse © der Wert n abgespeichert ist.
Den Programmvariablen z ordnen wir (beginnend mit 0) fortlaufende Adressen i,
aus N zu, und M (i,) bezeichnet dann den Wert, der in M fiir eine Programmva-
riable z abgespeichert ist.

Definition 2.4. (Speichermodell)
Fiir die Funktion cont: 2Y*NxN — N definiert durch

n , falls (i,n) € M und n <m
cont (M, i) = fiir alle m € N mit (i,m) € M
0 , falls (i,m) ¢ M fiir allem € N

ist M(i) definiert als cont(M,i).8 M™! bezeichnet den initialen Speicher mit
M™(;) = 0 fiir jedes i € N.

Durch Ersetzen des Speicherinhalts an der Adresse j durch einen Wert n erhélt
man den Speicher M|[j < n|, fiir den M[j < n|(i) = n, fallsi = j, und andernfalls
M][j < nl](i) = M (i) gilt.

Fiir eine Programmvariable z mit Adresse i, steht M (z) als Abkiirzung fiir
M (i,) und M|z < n] als Abkiirzung fiir M[i, < n|. [

Bemerkung 2.5. Zwar ist der Addressraum unseres Speichers endlich (denn P-
Programme sind endliche Texte, und damit gibt es auch nur endliche viele Pro-
grammvariable in einem P-Programm), nicht jedoch der Speicher insgesamt. Da
jede natiirliche Zahl im Speicher abgelegt werden kann, ist die Griéfe des Spei-
chers unbegrenzt. Dies wird sofort klar, wenn wir die Programmiersprache P auf
einem konkreten Rechner implementieren, denn dann mufl eine Repréasentation
fiir natiirliche Zahlen gewéahlt werden. Stellt man beispielsweise natiirliche Zahlen
durch Bitworte dar, so sind diese Bitworte zwar immer endlich, sie kénnen jedoch
beliebig lang sein (siehe auch Abschnitt 12.2). Damit existiert keine Gréfienbe-
schriankung bzgl. des verwendeten realen Speichers. Durch unsere Modellierung
als Teilmenge von N x N scheint dagegen ein endlicher Speicherbedarf bei Abar-
beitung eines Programms auszureichen. Fiir unsere Untersuchungen ist dies un-
erheblich. In der Komplexitédtstheorie, in der auch der Speicherbedarf bei Losung
von Problemen untersucht wird, mufl dagegen ein Speichermodell gewéhlt werden,
das quantitative Aspekte explizit macht. |

8 Da mit M nur eine Relation definiert wird, ist beispielsweise (2,7) € M und (2,13) € M
nicht von vornherein ausgeschlossen. Da das Auslesen des Speichers M aber offenbar durch eine
Funktion (hier: cont) modelliert werden mu8, ist fiir solche Fille eine (willkiirliche) Auswahl
erforderlich (im Beispiel erhdlt man M(2) = 7). Unsere Verwendung des Speichers M wird
jedoch sicherstellen, dafl solch willkiirliche Auswahl nie erforderlich ist.
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Die Auswertung von Programmausdriicken und die Ausfiihrung von Programm-
anweisungen definieren wir jetzt durch die Funktionen

value : 2N x expressions p — N

und
eval : 22N x statementsp — 2NN

Dabei bezeichnet ezpressionsp die Menge aller Programmausdriicke und state-
mentsp die Menge aller Programmanweisungen in einem P-Programm P. Fiir
eine gegebene Speicherbelegung Mp und einen Programmausdruck EXPR gibt
value(Mp,EXPR) € N den Wert von EXPR beziiglich der Speicherbelegung Mp
an. Durch Ausfithrung einer Programmanweisung STA wird aus einer gegebenen
Speicherbelegung Mp eine neue Speicherbeleqgung gebildet, d.h. das Ergebnis der
Ausfithrung von STA unter der Speicherbelegung Mp ist die Speicherbelegung
eval(Mp,STA) C N x N.

Definition 2.6. (Auswertungsfunktion value)

Fiir ein P-Programm P definieren wir die Auswertung von Programmausdriicken
unter einer endlichen Speicherbelegung Mp C N x N mittels der Auswertungs-
funktion value : 2"N x expressions p — N durch:

(vl) value(Mp,n) :=n, falls n € N,
(v2) wvalue(Mp,z) := Mp(z), falls z eine Programmvariable ist,
(v3) wvalue(Mp, SUCC(EXPR)) := 1 + value(Mp,EXPR),

0, falls value(Mp,EXPR) = 0
(v4) wvalue(Mp, PRED(EXPR)) :=
value(Mp,EXPR) — 1, andernfalls. [ |

Definition 2.7. (Ausfithrungsfunktion eval)

Fiir ein P-Programm P definieren wir die Ausfiihrung von Programmanweisungen
unter einer endlichen Speicherbelegung Mp C N x N mittels der Ausfithrungs-
funktion eval : 2N x statementsp — 2N durch:

(el) eval(Mp,SKIP) := Mp,

(e2) eval(Mp,x := EXPR) := Mp[x < value(Mp, EXPR)],
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if EXPR
then STA1 L
else STA2 )=
end_if

eval(Mp, STAL), falls value(Mp,EXPR) > 0
(e3) eval(Mp,
eval(Mp, STA2), falls value(Mp,EXPR) = 0,

(e4) eval(Mp,STA1;STA2) := eval(eval(Mp,STAL1), STA2),

Mp, falls value(Mp,EXPR) = 0, und sonst

while EXPR
(e5) eval(Mp, do STA )= while EXPR
end while eval(eval(Mp,STA), do STA ). N

end_while

Die Zuweisung ist also (wenig iiberraschend) die einzige Programmanweisung,
mit der der Speicher verindert wird. Die Ausfithrung der Leeranweisung SKIP hat
keine Wirkung, und bei Ausfithrung der bedingten Anweisung wird lediglich zwi-
schen zwei Anweisungsalternativen ausgewahlt. Bei der Hintereinanderausfithrung
STA1;STA2 von Programmanweisungen wird zundchst STA1 unter der Speicher-
belegung Mp ausgefiihrt, und anschliefend die Programmanweisung STA2 unter
der nach Ausfithrung von STA1 gegebenen Speicherbelegung. Die Ausfithrung der
Schleifenanweisung hat keine Wirkung, falls die Schleifenbedingung EXPR nicht
erfiillt ist. Anderfalls wird der Schleifenrumpf STA unter der gegebenen Speicher-
belegung einmal ausgefiihrt, und daran anschlieend wieder die gesamte Schlei-
fenanweisung. Damit wird der Schleifenrumpf solange ausgefiihrt, bis eine Spei-
cherbelegung resultiert, unter der die Schleifenbedingung EXPR nicht mehr erfiillt
ist.

Offensichtlich bezeichnet value eine totale Funktion, d.h. die Auswertung von
Programmausdriicken gelingt immer. Dagegen ist die Ausfithrungsfunktion eval
im allgemeinen eine nicht-totale Funktion, da wir auch nicht-terminierende Pro-
gramme definieren kénnen, etwa durch

procedure CYCLE,(x,,...,x;) <=

begin var y;
while 1 do SKIP end while; (2.1)
return(y)

end .

Mittels value und eval kénnen wir jetzt die Semantik eines P-Programms P
mathematisch prézise angeben, und zwar als eine Funktion, die die Fingabewerte
von P in das Ergebnis der Abarbeitung von P abbildet:
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Definition 2.8. (Semantik von P-Programmen)

Sei

procedure P(x,,...,x;) <=

begin var y,,...,yn; STA; return(yj) end
ein P-Programm, sei (ny,...,n;) € N¥, und sei Ml(;nl""’n’“) eine Teilmenge von
N x N mit ?

ME ™ (g =, fiirallei € {1,...,k} und (2.2)
MEm (g =0 fiirallei € {1,...,n} . '

Dann ist die durch P berechnete Funktion [P] : N* — N definiert durch
[P](n1,... k) = value(eval (M5 STA), y;) .

Die Semantik [P(t1,...,t)] eines Programmaufrufs (bzw. Prozeduraufrufs)
P(ty,...,t;) mit variablenfreien Programmausdriicken 11, ...ty als aktuelle Pa-
rameter definieren wir als [P](ny,...,ng) mit n; = value(ME™, t;) fiir alle i €
{1,...,k}. [

Die Semantik, d.h. die Bedeutung, eines Programms P ist also die durch P
berechnete Funktion [P].1° Fiir diese Funktion gilt [P](ny,...,nx) = n genau
dann, wenn P gestartet mit Eingabe nq,...,n; als Ergebnis n liefert. Anders
gesagt, bei Eingabe von P(t1, ..., t;) auf der Tastatur eines Rechners wird [ P](n,
..., ng) (mit n; = value(ME™ . t;)) als Ergebnis angezeigt, vorausgesetzt natiirlich,
die Abarbeitung das Programms terminiert. Beispielsweise gilt [GGT](n1,nq) =
ggt(ny,ng) fiir das Programm GGT aus Abbildung 2.4 (und damit auch fiir das
Programm GGT aus Abbildung 2.3).

Die Funktion [[P] ist genau dann total, wenn P fiir jede Eingabe terminiert.
Dies ist z.B. fiir das Programm GGT der Fall, und somit gilt [[GGT] : N* — N.
Dagegen terminiert das Programm CYCLE; € P [1] aus (2.1) fiir keine Eingabe,
und folglich gilt [[CYCLE;]] = wy.n."

9 Leere Parameterlisten, also k = 0, sind erlaubt.

10 Da wir die Semantik von P-Programmen mittels der Funktionen value und eval algorith-
misch definiert haben, haben wir fiir P-Programme eine operationale Semantik angegeben.

1 Ny ist die iiberall undefinierte Funktion von N nach N, s. Kapitel 13.
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3. BERECHENBARE FUNKTIONEN

3.1. P-berechenbare Funktionen

Mit der Definition der Semantik von P-Programmen kénnen wir jetzt die Aussage
“Aufgabe z ist 16sbar durch einen Rechner” préziser formulieren. Wir definieren
eine Funktion ¢ : N* +— N und fragen: “Gibt es ein P-Programm PR0OG, so daf}
¢ = [PROG] gilt?”. Beispielsweise formulieren wir die Aufgabe, die n-te Primzahl
anzugeben, wie folgt: Sei prim : N — N definiert als prim(n) = n-te Primzahl,
also prim(0) = 1, prim(1) = 2, prim(2) = 3, prim(3) = 5, prim(4) = 7 us.w.!
Die Aufgabe “n-te Primzahl angeben” ist genau dann durch einen Rechner l6sbar,
wenn prim = [PRIM] fiir ein P-Programm PRIM gilt. Allgemein fragen wir also
danach, ob eine Funktion ¢ P-berechenbar ist:?

Definition 3.1. (P-berechenbare Funktionen)

Eine Funktion ¢ : N¥ +— N ist P-berechenbar genau dann, wenn ¢ = [PROG] fiir
ein PROG € P[k| gilt. [P] mit [P] := {[[PROG] | PROG € P} ist die Menge aller
P-berechenbaren Funktionen. W

Die Aufgabe “n-te Primzahl angeben” ist natiirlich durch einen Rechner 16sbar,
da man ein Programm PRIM € P [1] mit prim = [[PRIM] leicht angeben kann.
Ebenso sind alle iiberall undefinierten arithmetischen Funktionen P-berechenbar:

Satz 3.2. wyk_,y Iist P-berechenbar.

Beweis. Fiir CYCLE, € P[k], gegeben wie (2.1), gilt [CYCLE;](n4,...,nx) = L3
fiir alle (ny,...,n;) € N¥_ folglich wyk,_,y = [CYCLE], und damit ist wyk,_,n P-
berechenbar. m

1 Fiir unsere Zwecke ist es praktisch, auch 1 zu verwenden. Daher definieren wir prim(0) = 1.

2 In der englischsprachigen Literatur wird der Begriff “recursive” fiir “berechenbar” verwen-
det (“computable” ist dagegen seltener). Es gibt also sowohl “recursive procedures” (dt. “rekur-
sive Prozeduren”) als auch “recursive functions” (dt. “berechenbare Funktionen”). Genaugenom-
men miifte man von “recursively defined procedures” bzw. “rekursiv definierten Prozeduren”
sprechen. Da dies aber oft unterlassen wird, kann es zu Mifiverstindnissen kommen.

3 1 steht fiir “undefiniert”, s. Kapitel 13.
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Die Komposition P-berechenbarer Funktionen liefert wieder eine P-berechen-
bare Funktion:

Satz 3.3. Seien ¢ : N¥ — N und ¢ : N — N P-berechenbare Funktionen. Dann
ist auch 1 o ¢ : N¥ — N P-berechenbar.

Beweis. Seien PSI € P[1] und PHI € P[k| mit ¢ = [PSI] und ¢ = [PHI]
gegeben durch

procedure PSI(x) <= procedure PHI(x1,...,xk) <=
begin var yi,...,yn; begin var yi,...,ym;

STAd,,' und STA(;s,'

return(y,) return(y,)
end end

Fiir das P-Programm COMPOSE € P[k], gegeben durch

procedure COMPOSE(x1,...,xk) <=

begin var yi1,...,yn;
STAy[x/begin var y1,...,ym; STA,; return(y,) end];
return(y,)

end

gilt dann [COMPOSE](ny, ...,ng) = ¥(éd(ny, ..., ny)) fiir alle (ny,...,n;) € N¥, und
somit ist ¢ o ¢ P-berechenbar. m

3.2. Die Churchsche These

Der bislang verwendete Berechenbarkeitsbegriff stiitzt sich auf die Programmier-
sprache P. Wir 16sen uns von dieser Einschriankung und definieren allgemeiner:

Eine arithmetische Funktion ¢ ist genau dann intuitiv berechenbar,
wenn ¢ durch irgendein algorithmisches Verfahren berechnet wird.

Offenbar ist jede P-berechenbare Funktion auch intuitiv berechenbar, denn
es gilt dann [PROG] = ¢ fiir ein P-Programm PROG, und mit PROG wird offenbar
ein algorithmisches Verfahren zur Berechnung von ¢ angegeben. Gilt jedoch ¢ #
[PROG] fiir jedes P-Programm PROG, so konnen wir keine Aussage dariiber tref-
fen, ob ¢ intuitiv berechenbar ist: Entweder ist ¢ nicht intuitiv berechenbar, und
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dann kann es natiirlich auch kein P-Programm PROG mit [[PROG] = ¢ geben, oder
aber ¢ ist nicht P-berechenbar, da die Programmiersprache P ungeeignet ist, um
einen Algorithmus fiir ¢ anzugeben. Anders gesagt, mit dem Nachweis, daf eine
Funktion ¢ nicht P-berechenbar ist, wird zunéchst nur eine Aussage iiber die Pro-
grammiersprache P getroffen, nicht jedoch — wie eigentlich erwiinscht — iiber die
Funktion ¢. Dies gilt nicht nur fiir die Programmiersprache P, sondern fiir jeden
Formalismus zur Beschreibung von Algorithmen. Man begegnet diesem Dilemma
wie folgt:

Zu Beginn des letzten Jahrhunderts wurden verschiedene Berechenbarkeits-
begriffe — also Formalismen zur Beschreibung von Algorithmen — definiert, darun-
ter

e der A\-Kalkiil von A. Church,

e die Turingmaschine von A. Turing und

o die p-rekursiven Funktionen von S. C. Kleene.

Man konnte zeigen, dafl alle diese Formalismen berechnungsdquivalent sind,
d.h. jede Funktion, die mit einem der Formalismen berechnet werden kann, kann
auch mit den jeweils anderen beiden berechnet werden. Da sich diese Formalis-
men in ihren Definitionen stark unterscheiden, jedoch gleichméchtig sind, liegt
es nahe, von einem intuitiven Berechenbarkeitsbegriff auszugehen, der sich nicht
auf einen bestimmten Berechnungsformalismus (also etwa eine bestimmte Pro-
grammiersprache) stiitzt. Anders gesagt, man geht davon aus, daf jede intuitiv
berechenbare Funktion auch durch den A-Kalkiil (die Turingmaschine oder die -
rekursiven Funktionen) berechnet wird. Diese Vermutung wird ausgedriickt durch
die

Churchsche These
Jede intuitiv berechenbare Funktion ist durch den A-Kalkiil
(die Turingmaschine, die p-rekursiven Funktionen) berechenbar.

Die Churchsche These ist ein Postulat, d.h. kein Satz, den man beweisen kann.
Allenfalls konnte man die Churchsche These widerlegen, indem man ein Verfahren

4 Diese Aufzdhlung ist nicht erschopfend. Es gibt noch weitere Berechnungsformalismen,
genau genommen beliebig viele, die das gleiche leisten wie die hier genannten.
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angibt, von dem {ibereinstimmend behauptet werden kann, dafl es ein algorithmi-
sches Verfahren ist, und dann nachweist, dal dieses Verfahren nicht durch einen
der zuvor genannten Berechnungsformalismen implementiert werden kann.

Bei der Churchschen These handelt es sich damit um eine empirische Aussage,
mit der von Beobachtungen auf eine allgemeine Gesetzméfligkeit geschlossen wird.
Dies ist auch in anderen Bereichen der Wissenschaft nicht uniiblich. Beispielswei-
se ergibt sich die Unmdglichkeit eines perpetuum mobile, also eines Geriits, das
(physikalische) Arbeit verrichtet ohne Energie aufzunehmen, aus dem Energieer-
haltungssatz der Physik, also einem nicht-beweisbaren Naturgesetz bzw. Postulat,
von dessen Wahrheit man aufgrund von Beobachtungen solange ausgeht, bis das
Gegenteil nachgewiesen ist.

Mit der Churchschen These emanzipiert man sich von einem konkreten Bere-
chenbarkeitsbegriff: Unter der Voraussetzung dieser These darf man eine Funktion
¢ als nicht berechenbar bezeichnen, wenn man gezeigt hat, dafl diese Funktion
nicht durch den A-Kalkiil (bzw. die Turingmaschine oder die p-rekursiven Funk-
tionen) berechnet wird. Man kann dabei auch die nicht-Berechenbarkeit durch ir-
gendeinen anderen Formalismus verwenden, vorausgesetzt man hat zuvor gezeigt,
da dieser Formalismus berechnungsvollstindig, d.h. berechnungsdquivalent mit
dem A-Kalkiil (bzw. der Turingmaschine oder den p-rekursiven Funktionen) ist.

In unserem Fall ist also nachzuweisen, dafl die Programmiersprache P berech-
nungsvollstindig ist, siche Kapitel 11 und 12.° Im Vorgriff auf diesen Beweis diirfen
wir — unter Annahme der Churchschen These — im folgenden davon ausgehen, dafl
jede nicht P-berechenbare Funktion auch nicht intuitiv berechenbar ist.

3.3. Nicht-Konstruktivitat und Konstruktivitat

Um zu beweisen, dafl eine gegebene Funktion ¢ P-berechenbar ist, miissen wir
die Existenz eines P-Programms PROG mit ¢ = [PROG] nachweisen. Dies kann
beispielsweise dadurch geschehen, dafl wir ein konkretes Programm angeben, etwa
ein P-Programm zur Berechnung der n-ten Primzahl, um nachzuweisen, dafl die
Funktion, die jedem n € N die n-te Primzahl zuordnet, P-berechenbar ist.

Die Angabe eines konkreten P-Programms ist zwar hinreichend zum Nach-
weis der P-Berechenbarkeit einer Funktion, nicht aber notwendig. Anders gesagt,
man kann die Existenz eines P-Programms auch nachweisen, ohne dieses Pro-
gramm konkret anzugeben. Dies ist in der Mathematik nicht uniiblich, denn ein
Existenzbeweis erfordert nicht unbedingt, dafl das existierende Objekt auch aus

5 Prizise formuliert ist bei Verwendung von P-Programmen mit “Berechnungsformalismus”
die Abarbeitung der Aufrufe von P-Programmen geméfl Definition 2.8 gemeint.
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dem Beweis rekonstruiert werden kann. In diesem Fall spricht man von einem
unkonstruktiven Beweis. Dazu zwei einfache Beispiele:

Angenommen, wir wollen die Aussage “Vi € N dj € N. j > ¢” beweisen.
Der Beweis ist offensichtlich — man setzt einfach j := ¢ 4+ 1. Dieser Beweis ist
konstruktiv, denn aus dem Beweis konnen wir eine “Losung” fiir j, ndmlich ¢ + 1,
sofort ablesen.®

Als Beispiel fiir einen unkonstruktiven Beweis betrachten wir die Aussage
“Jg,7 € Q. ¢" € Q”, wobei Q die Menge der rationalen Zahlen und Q die Menge
der irrationalen Zahlen bezeichnet. Zum Beweis unterscheiden wir folgende Fille:

1. Fall \/5\/§ € Q: Dann gilt die Aussage fiir ¢ = r = /2.

2. Fall \/iﬁ ¢ Q: Dann gilt \/5\/5 € Q und die Aussage gilt fiir ¢ = \/i\/§ und
r =2, dennq’”:\/ﬁﬂﬁ:\/?:Q.

Dieser Beweis ist unkonstruktiv, denn wir konnen eine “Losung” fiir ¢ und r
nicht aus dem Beweis ermitteln.

Genauso wie in diesem Beispiel konnen wir beweisen, daf3 eine Funktion 7P-
berechenbar ist, ohne ein P-Programm, das diese Funktion berechnet, konkret
anzugeben.

Betrachten wir als Beispiel die Funktion ¢ : N — N mit

falls die Dezimalbruchentwicklung von 7 mindestens

" n aufeinanderfolgende Ziffern 1 enthélt

o(n) =
0 , andernfalls .

Wir zeigen, dafl o P-berechenbar ist: Angenommen, in der Dezimalbruchentwick-
lung von m kommen hochstens kg aufeinanderfolgende Ziffern 1 vor. Dann gilt
o = oq mit
1, fallsn < ky
o1(n) = (3.1)
0 ,fallsn > kg .

Andernfalls definieren wir o9(n) := 1 und erhalten o = o5. Es ist offensichtlich,
da sowohl oy als auch o, P-berechenbar sind, etwa durch P-Programme PROG1

6 Nicht-triviale Beispiele fiir konstruktive Beweise findet man z.B. in der Theorie der
Formalen Sprachen. Beispielsweise 148t sich aus dem Beweis des Satzes “Fiir jeden nicht-
deterministischen endlichen Automaten NFA existiert ein deterministischer endlicher Automat
DFA, so daf$ beide Automaten die gleiche Sprache akzeptieren” unmittelbar ein algorithmisches
Verfahren ablesen, das aus jedem NFA einen dquivalenten DFA synthetisiert.
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und PROG2. Damit ist auch o P-berechenbar. Allerdings haben wir auch hier einen
unkonstruktiven Beweis gefithrt — die P-Programme PROG1 und PROG2 kann man
leicht angeben, nur ist aus dem Beweis nicht ersichtlich, ob wir PROG1 oder PROG2
verwenden miissen, um o zu berechnen.

Generell gilt, daf} eine Funktion mit einer Fallunterscheidung, die nicht abhén-
gig von den Parametern der Funktion ist, auch dann berechenbar sein kann, wenn
nicht algorithmisch festgestellt werden kann, welcher der Falle zutrifft.

Beispielsweise gilt fiir die Funktionen ¢y, ¢, ¢, 1 : N — N mit

¢1(n) , falls Vm. ¢(m) # L

o(n) ==
¢o(n) , falls Im. P(m) = L

dal ¢ berechenbar ist, falls ¢; und ¢, berechenbar sind: Entweder ist 1 total,

und dann gilt ¢(n) = ¢1(n), oder aber 1) ist nicht total, und damit gilt dann

d(n) = ¢2(n). In Abschnitt 10.1 werden wir zeigen, dafl man nicht algorithmisch

feststellen kann, ob eine Funktion (wie 1) total ist oder nicht. Damit kann auch

nicht algorithmisch festgestellt werden, ob nun ¢(n) = ¢1(n) oder ¢(n) = ¢a(n)

gilt. Dies &ndert jedoch nichts daran, dafi ¢ (wegen ¢; und ¢) berechenbar ist.
Definiert man hingegen eine Funktion ¢’ : N — N durch

¢1(n) , falls ¢(n) # L

pa(n) , falls p(n) = L

¢'(n) =

so ist ¢’ selbst bei berechenbaren ¢1, ¢ und ¥ nicht notwendigerweise berechen-
bar, denn um ¢'(n) zu bestimmen muf festgestellt werden, ob ¢(n) = L gilt oder
nicht. In Abschnitt 5.3 zeigen wir, dafl nicht algorithmisch feststellbar ist, ob eine
berechenbare Funktion (wie 1) fiir eine beliebige Eingabe n € N ein Ergebnis
m € N berechnet. Damit kann ¢’ nicht berechenbar sein.

Der Unterschied zwischen ¢ und ¢’ besteht also darin, dafl die Fallunterschei-
dung in der Definition von ¢’ abhingig vom Parameter n der Funktion ¢’ ist. Solch
eine Abhéngigkeit fiithrt jedoch nicht notwendigerweise zu nicht-Berechenbarkeit:
Wenn algorithmisch feststellbar ist, welcher der Fille zutrifft, so kann eine solcher-
mafen definierte Funktion durchaus berechenbar sein — die Funktion oy aus (3.1)
ist ein Beispiel dafiir.
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4. GODELISIERUNGEN

4.1. Kodierung von Datentypen

Da wir uns bei Definition der Programmiersprache P auf die natiirlichen Zahlen
N als einzigem Datentyp beschrankt haben, stellt sich die Frage, wie die Bere-
chenbarkeit von nicht-arithmetischen Funktionen, also Funktionen, die nicht auf
N definiert sind, untersucht werden kann.

Beispielsweise kann man Listen von natiirlichen Zahlen mit dem Quicksort-
Algorithmus ordnen. Die Funktion sort : N* — N* die jeder Liste [ eine geord-
nete Permutation von [ zuordnet, ist also sicher intuitiv berechenbar. Wir kénnen
sogar ein konkretes P-Programm fiir das Sortieren von Listen angeben, indem
wir Listen von natiirlichen Zahlen durch natiirliche Zahlen kodieren. Man nennt
solche Kodierungen auch nach K. Godel Gdadelisierungen.

Um eine Liste (ny,...,ng) durch eine natiirliche Zahl zu kodieren, ordnen wir
dieser Liste mit der Funktion A : N* — N die natiirliche Zahl A((n,...,ng)) :=

nk.+1 ng_1+1 no+1 ni1+1

prim(1)™ " prim(2) .prim(k — 1) prim(k)
zu, wobei prim(n) die n-te Primzahl bezeichnet. Wir nennen A\({ny,...,n;)) die
Kodierung von (ny, ...,ny). Die leere Liste () wird mit 1 kodiert, d.h. A(()) = 1.

Da prim(n), ¥ und die Multiplikation natiirlicher Zahlen P-berechenbar sind,
ist die Funktion A algorithmisch. Mit “algorithmisch” ist gemeint, daf} es ein algo-
rithmisches Verfahren gibt, mit dem A((ni,...,nx)) aus einer Eingabe (ny, ..., ng)
ermittelt wird. Wir kénnen A nicht P-berechenbar nennen, da wir diesen Begriff
fiir die arithmetischen Funktionen N¥ +— N reserviert haben.

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ist die Funktion A\ injektiv,
und damit werden verschiedenen Listen /; und [y verschiedene Kodierungen A(l;)
und A(l2) zugeordnet. Jeder natiirlichen Zahl m € Bild(\) konnen wir daher
mit der Umkehrfunktion A™* : N +— N* von \ genau eine Liste (nq,...,n;) von
natiirlichen Zahlen zuordnen, d.h. A (m) = (nq, ..., ng), falls A((ny, ..., nx)) = m.
Beispielsweise gilt A((0, 1,0,2)) = 4200 und A~*(4200) = (0,1,0,2), denn 4200 =
23 x 31 x 52 x 7'. Dagegen ist A~!(6600) undefiniert, denn 6600 = 23 x 3! x 52 x 111,
A ist also nicht surjektiv. Dabei ist offensichtlich sowohl die Umkehrfunktion A~*

32



algorithmisch, als auch die Funktion A? : N — {0,1} mit A?(m) = 1 gdw. m €
A(NF).

Allgemein muf} eine Kodierung v : D — N einer Menge D folgenden Eigen-
schaften geniigen:!

Definition 4.1. (Godelisierung)
Sei D eine Menge und sei v : D — N. Dann ist v eine Godelisierung von D genau
dann, wenn gilt:

1. ~ ist injektiv,
2. ~y ist algorithmisch,
3. v?:N —{0,1} mit “y?(m) =1 gdw. m € y(D)” ist berechenbar, und

4. v~1: Bild(y) — D ist algorithmisch. [ |

Es ist offensichtlich, daf§ A eine Godelisierung von N* ist. Um jetzt Listen (n,
...,ng) mit einer P-Prozedur zu sortieren, kodieren wir diese Listen zunichst mit
A durch natiirliche Zahlen A((n4, ..., ng)). Diese Kodierung dient dann als Eingabe
fiir einen Sortieralgorithmus QSORT € P [1], der als Ergebnis eine natiirliche Zahl
m berechnet. Das Ergebnis m des Prozeduraufrufs muf dann mit A\~' in eine
Liste von natiirlichen Zahlen dekodiert werden. Damit kann man das Quicksort-
Verfahren mittels eines P-Programms QSORT angeben, fiir das

A H[QSORT](A((ng, ..., i) = sort({ny, ..., nx))

gilt. Da A eine Godelisierung und [[QSORT] P-berechenbar ist, ist das Sortieren von
Listen mit Angabe von QSORT ebenfalls algorithmisch l6sbar.

Die Prozedur QSORT ist dabei sicher umstéandlich zu schreiben. Beispielsweise
muf} man die grofite Primzahl p # 1 und eine natiirliche Zahl ny mit A((nq, ..., ng))
mod p™*! = 0 berechnen, um das erste Element n; einer Liste (n;,ns...,n)
zu ermitteln. Um die (Kodierung der) Restliste (na,...,ng) zu berechnen, muf}
A({ny, ...,ny)) durch p™*! dividiert werden. Das zweite Element der Liste erhilt
man dann als erstes Element dieser Restliste, u.s.w. Dieser umsténdliche Zu-
griff auf Listenelemente ist der Preis dafiir, daBl wir nur N als Datentyp in P-
Programmen zulassen.

! Genau genommen miissen wir von einer Godelisierungs- bzw. einer Kodierungsfunktion
v sprechen, um v von den Elementen in Bild(y) zu unterscheiden. Wir verzichten auf diese
sprachliche Feinheit, wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, was gerade genau gemeint ist.
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nl\’l’Lg 0 1 2 3 4
0 0 1 3 6 10
1 2 4 7 11 16
2 5 8 12 17 23
3 9 13 18 24 31
4 14 19 25 32 40

Abbildung 4.1: Wertetabelle der Paar-Funktion 7>

Allgemein koénnen wir jeden Datentyp durch natiirliche Zahlen kodieren. Da
jedes Element eines Datentyps im Speicher eines Rechners endlich darstellbar ist,
kann man jedes dieser Elemente auch kodieren. Man stelle sich dazu vor, dafl
jedes Datenobjekt im Speicher eines Rechners durch eine endliche Bitfolge re-
priasentiert wird. Diese Bitfolge kann man als natiirliche Zahl auffassen, wodurch
man die Kodierung des Datenobjekts erhélt. Die zugehorige Kodierungsfunktion
erfiillt dabei offenbar die Forderungen, die mit Definition 4.1 an eine Godelisierung
gestellt werden.

Wesentlich dabei ist, dafl Elemente eines Datentyps auch endlich darstellbar
sind. Beispielsweise kann man keinen Datentyp fiir die Menge R der reellen Zahlen
definieren, denn reelle Zahlen sind i.A. wunendlich grofie Objekte. Man behilft
sich deswegen in Programmiersprachen mit einem Datentyp real ; R, der eine
endliche Approximation der reellen Zahlen darstellt. Damit sind Elemente des Da-
tentyps real endliche Objekte und somit auch durch natiirliche Zahlen kodierbar.

4.2. Die Paar-Funktion

In diesem Abschnitt betrachten wir eine Godelisierung von N x N, die fiir weitere
Untersuchungen niitzlich ist.

Definition 4.2. (Paar-Funktion)
Die Paar-Funktion (engl. pairing function) 7%: N x N — N ist definiert durch

1
72 (ny,ny) == E(nl +n9)(ny+na+1)+n;. N

Abbildung 4.1 gibt einige Funktionswerte der Paar-Funktion an.
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n o |t 2|8 |45 |67 |8 |-

(n17n2) (070) (071) (170) (072) (1’1) (2’0) (O,?)) (172) (271)

Abbildung 4.2: Wertetabelle der Umkehrfunktion 72 von 2

Satz 4.3. Die Paar-Funktion ©? ist

1. P-berechenbar,
2. eine Gddelisierung von N x N|

3. surjektiv.
Beweis. Ubung. m

Mit Satz 4.3(1) diirfen wir im folgenden also die Existenz einer P-Prozedur
PAIR? mit [PAIR?] = 7? voraussetzen. Mit Satz 4.3(2,3) ist 72 bijektiv, und damit
kommt jede natiirliche Zahl n in Abbildung 4.1 genau einmal vor. Damit kénnen
wir jeder natiirlichen Zahl n ein Paar (ni,ny) von natiirlichen Zahlen eindeutig
zuordnen, némlich dasjenige Paar (ni,ns), fiir das 7%(ny,ny) = n gilt. Daraus
folgt, dafl die Umkehrfunktion 772 : N — N x N von 72, s. Abbildung 4.2, ebenfalls
bijektiv ist.2 Mit Satz 4.3(2) ist 72 auch algorithmisch, und folglich sind die
Funktionen 77 : N — N und 73 : N — N mit

m2(m2(n1,ng)) = ny, ma(mi(ny,n2)) =ne und 7 (mi(n),mi(n)) =n  (4.1)
berechenbar. Abbildung 4.3 gibt einige Funktionswerte von 72 und 72 an. Wir
zeigen, dafl auch 77 und 72 P-berechenbar sind:

Satz 4.4. 72: N — N und 73: N — N mit (4.1) sind P-berechenbar.

Beweis. Mit Satz 4.3(1) ist m® P-berechenbar und damit existiert ein Pro-
gramm PAIR? € P [2] mit [PAIR*|= 72. Sei PAIR? € P [1] definiert wie in Ab-
bildung 4.4. Dieses Programm erzeugt systematisch eine Folge (0,0); (1,0), (1, 1);
(2,0),(2,1),(2,2);(3,0),...von Paaren (ny,ns) natiirlicher Zahlen mit n; > ns.
Jedes Paar wird mit dem Programm PAIR? daraufhin iiberpriift, ob 72(ny,ng) =
n gilt. Verléduft der Test positiv, so gilt 7 (n) = ny. Andernfalls wird 7*(ny,ny) = n

2 Aus Griinden der Lesbarkeit schreiben wir 72 anstatt des formal korrekten (72)~1.
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iiberpriift, denn dann gilt 73(n) = ny. Mit stop := 1 wird fiir beide Schleifen
der Abbruch erzwungen, wenn einer der Tests positiv verlduft, und PAIR? hilt
mit Ergebnis ny bzw. ng, also mit 7?(n). Da (1) mit der repeat-Schleife alle
Paare (ny,n2) € N x N mit ny > ny erzeugt werden, (2) fiir alle Paare (ny,ns) €
N x N entweder ny > ny oder ny > ny gilt und (3) w2 surjektiv ist, wird entweder
der Test PAIR?*(n1,n2) = n oder der Test PAIR?*(n2,nl) = n nach endlich vielen
Schritten positiv beantwortet, und damit hélt PAIR? fiir jede Eingabe n. Folglich
gilt [PAIR?] = 72, und damit ist w2 P-berechenbar.

Man erhélt ein Programm PAIR3 € P [1] mit [PAIR3] = 72 aus dem Programm
PAIR? indem man lediglich die Zuweisungen res := nl1 und res := n2 im Rumpf
von PAIR? vertauscht. m

Mit der Paar-Funktion kénnen wir auch endliche Listen (beliebiger Linge) von
natiirlichen Zahlen und damit dann insbesondere (in Abschnitt 4.3) die Listen der
aktuellen Parameter von Prozeduraufrufen godelisieren.

Bemerkung 4.5. Allgemein definiert man den abstrakten Datentyp list[N| durch
die Funktionssignatur
e :— list[N] hd : list]N] - N
add : N x list[N] — list[N] #l : list[N] — list[N]

sowie die Gleichungen

hd(e) =0 hd(add(n,k)) =n
tl(e) =¢ t(add(n,k)) =k .
Dabei steht ¢ fiir die leere Liste, mit add wird aus einer natiirlichen Zahl und einer
Liste eine neue Liste gebildet, mit hd (fiir head) erhédlt man das erste Element
einer nicht-leeren Liste, und mit tl (fiir tail) die Liste ohne das erste Listenelement.
Die Liste (0, 1,0) wird beispielsweise als add (0, add(1, add(0,¢))) geschrieben.
Mit der Paar-Funktion kodieren wir Listen durch natiirliche Zahlen. Dabei
iibernimmt 72 die Rolle von add, 0 kodiert e, % entspricht hd und w3 steht fiir
tl. Da in P nur die natiirlichen Zahlen als Datentyp zur Verfiigung stehen, re-
préasentiert eine natiirliche Zahl sowohl eine natiirliche Zahl als auch eine Liste
(von natiirlichen Zahlen). Mit 7%(0,0) = 0 darf 0 jedoch keine natiirliche Zahl
représentieren, denn man erhielte sonst 0 sowohl als Kodierung von ¢ als auch
als Kodierung von add(0,¢), also der Liste (0). Anders gesagt, man kann bei
Kodierung einer Liste (ny,ns, ..., ny) durch 7%(ny, 72 (ng, 72 (. .., w2 (ng—1,M1) - - -)
nicht das Listenende erkennen. Um dieses Problem zu umgehen, werden Listen
(ny,ng,...,ny) durch 7?(ny + 1,7%(ngy + 1, 7%(..., 7% (ng + 1,0)...) kodiert. Bei
dieser Kodierung von Listen ist unmittelbar einsichtig, dal mit (4.1) die Gleichun-
gen (4.2) fiir die kodierten Listen auch tatséchlich gelten.

(4.2)
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Abbildung 4.3: Wertetabelle der Funktionen 7% und 732

procedure PAIR?(n) <=
begin var nl,n2,stop,res;
repeat
n2 :=0;
while GE(nl1,n2) A —stop do
if PAIR*(n1,n2) =n
then res :=nil;
stop:=1
else if PAIR?(n2,n1) =n
then res :=n2;
stop:=1
else n2 := SUCC(n2)
end_if
end_if
end_while;
ni := SUCC(n1)
until stop;
return(res)
end

Abbildung 4.4: Ein P-Programm fiir 73
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Definition 4.6. (Verallgemeinerte Paar-Funktion)
Die verallgemeinerte Paar-Funktion 7*: N*— N ist fiir jedes k > 1 definiert durch

o m(ny) :=mny,
o ©2(n1,n2) == 2(n1 4+ no)(n1 4+ ny + 1) + ny, und

k+1(

o " 2(ny, . npya) = w2 (0, T (9., npy2)). [ |

Satz 4.7. Fiir jedes k > 1 ist die verallgemeinerte Paar-Funktion 7% : N*— N
1. P-berechenbar,
2. eine Gédelisierung von N¥
3. surjektiv.

Beweis. Fiir k = 1 ist die Aussagen trivial. Fiir k = 2 ist die Behauptung
bereits mit Satz 4.3 gezeigt. Fiir k = k' + 2 zeigt man die Behauptung durch
Induktion tiber k'. m

Mit Satz 4.7 diirfen wir im folgenden also fiir jedes £ > 1 die Existenz einer
P-Prozedur PAIR® mit [PAIR*] = 7* voraussetzen.

Satz 4.8. Fir k > 1 und h € {1,...,k} existieren P-berechenbare Funktionen
Wﬁ : N — N mit

k(nlv s 7nk)) = N, und

1. 7
2. 7k (xk(n), ... 7k (n),..., 7 (n)) = n.

Beweis. Fiir k = 1 ist die Aussage trivial. Fiir k = 2 ist die Behauptung
bereits mit Satz 4.4 gezeigt. Fiir k = k' + 2 zeigt man die Behauptung durch
Induktion iiber k'. m

Mit Satz 4.8 diirfen wir im folgenden also fiir jedes £ > 1 und jedes h €
{1,...,k} die Existenz einer P-Prozedur PAIR} mit [PAIR}] = 7} voraussetzen.

Bemerkung 4.9. Mit der verallgemeinerten Paar-Funktion 7% kénnen wir Listen

(ny,...,ng) durchw®(ny, ..., ng) —anstatt durch 7(ny+1, 72 (no+1, 72(. . ., 72 (np+
1,0)...), vgl. Bemerkung 4.5 — kodieren, denn fiir 7f(n) = 0 kann n nur die Ko-
dierung einer Liste (nq,na, ..., n) mit n, = 0 sein. Das Listenende muf} hier nicht

gesondert durch 0 gekennzeichnet werden, da mit 7% nur Listen einer festen Léinge
k kodiert werden.
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4.3. Stelligkeit berechenbarer Funktionen

Mit der verallgemeinerten Paar-Funktion 7% kann man jedes k-Tupel (ni,...,
ny) natiirlicher Zahlen eindeutig durch eine natiirliche Zahl kodieren und jede
Komponente nj, dieses k-Tupels mit ¥ zuriickgewinnen, vgl. Bemerkung 4.9.
Damit kénnen wir jede P-berechenbare Funktion ¢ : N¥ +— N durch eine einstellige
P-berechenbare Funktion ¢’ : N — N darstellen:?

Satz 4.10. Fiir jede P-berechenbare Funktion ¢ : N¥ — N existiert eine P-
berechenbare Funktion ¢ : N +— N, so daf gilt:

1. ¢'(n) = ¢(nf(n),...,m(n),...,7%(n)) und
2. ¢(ny,...,ng) = ¢ (7*(ng,...,ng)).2

Beweis. (1) Mit Satz 4.8 gibt es Prozeduren PAIRY, ... PAIRF € P[1] so daB
7f = [[PAIRF] fiir jedes h € {1,... k} gilt. Sei PHI € P[k] mit [PHI] = ¢ gegeben
h h

durch
procedure PHI(x1,...,xk) <=

begin var yi1,...,yn;
STA,;

return(y,)

end

Fiir die Prozedur PHI' € P[1], gegeben durch

procedure PHI'(x) <=

begin var y;

y := PHI(PAIR}(x), . ..,PAIR(x));
return(y)

end

gilt dann [PHI'](n) = [PHI]([PAIR}](n),..., [PAIR}](n)) fiir alle n € N, also
[PHI'](n) = ¢(m¥(n),...,mF(n)). Folglich gilt [PHI'] = ¢/, und damit ist ¢/ P-
berechenbar.

(2) Folgt unmittelbar aus (1) und Satz 4.8(1). =

3 Dies ist insbesondere deshalb relevant, da man so einen Interpretierer fiir P-Programme
durch ein P-Programm APPLY angeben kann, s. Kapitel 6. Der Interpretierer erwartet den Kode
eines auszufithrenden P-Programms P sowie die Parameter fiir die Ausfithrung von P als Ein-
gabe. Da die Anzahl dieser Parameter von P abhéingt, die Anzahl der Parameter jedes P-
Programms (also insbesondere auch von APPLY) ein fester Wert ist, werden die Parameter von
P in einen einem einzigen Wert, der Parameterliste, zusammengefaflt. Damit erhélt APPLY dann
neben dem Programmkode die Parameterliste als einziges weiteres Argument.

4 Tm Fall k = 0 liest man 1. ¢'(n) = ¢ sowie 2. ¢ = ¢'(n).
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Als Konsequenz von Satz 4.10 kénnen wir immer davon ausgehen, daf jede
P-berechenbare Funktion ¢ einstellig ist, also durch ein Programm aus P[1] be-
rechnet werden kann. Dies kann man sich folgendermaflen veranschaulichen:

Ein Programm PROG € P[k| erwartet eine Liste (ny, ..., ng) aktueller Parame-
ter mit £ Elementen als Eingabe. Diese Liste konnen wir mit der verallgemeinerten
Paar-Funktion 7% kodieren.® Wir erhalten so eine P[1]-Prozedur PROG', in deren
Rumpf dann mittels der P[1]-Prozeduren PAIR} auf die aktuellen Parameter ny,
der kodierten Parameterliste zugegriffen werden kann, vgl. die Prozedur PHI’ in
Satz 4.10.

Fiir die P[2]-Prozedur MINUS aus Abbildung 2.3 erhélt man beispielsweise die
P[1]-Prozedur

procedure MINUS'(x) <=
begin var n,m;
n := PAIR?(x); m:= PAIR3(x);
while m do
n := PRED(n); m := PRED(m)
end_while;
return(n)
end .

Um jetzt etwa 3—2 zu berechnen, wird — anstatt die Prozedur MINUS mit den ak-
tuellen Parametern 3 und 2 aufzurufen — die Prozedur MINUS' mit dem aktuellen
Parameter 18 aufgerufen, denn 7%(3,2) = 18. In der ersten Zuweisung der Proze-
dur MINUS' erhiilt n dann den Wert 3 (= 77(18)), und in der zweiten Zuweisung
erhiilt m den Wert 2 (= 73(18)). Jetzt wird 2 in der while-Schleife von 3 subtrahiert,
und das Ergebnis des Prozeduraufrufs MINUS'(18) ist 1.

Verwendet man nur P[1]-Programme, so stellt sich die Frage, wie denn im
Beispiel der aktuelle Parameter 18 als Kodierung der Parameterliste (3,2) be-
rechnet werden soll. Bei Aufruf einer P[k]-Prozedur PROG(n1, . . .,nk) im Rumpf
eines P-Programms P geschieht dies mittels der P-Prozedur PAIR*, d.h. der Pro-
zeduraufruf wird im Rumpf von P durch PROG/(PAIR"(n1,...,nk)) ersetzt. Im
Rumpf der Prozedur GGT aus Abbildung 2.3 wiirden daher die Prozeduraufrufe
MINUS(n,m) und MINUS(m,n) durch MINUS'(PAIR?(n,m)) bzw. MINUS'(PAIR?(m,n))
ersetzt. Da wir Prozeduraufrufe immer eliminieren kénnen, vgl. Definition 2.2, ist
die Verwendung der P[k]-Prozedur PAIR® hier unkritisch.

Bei einem P[k]-Programm als “Hauptprogramm”, etwa dem P[2]-Programm
GGT aus Abbildung 2.4 oder dem P[2]-Programm MINUS (als “Hauptprogramm?”

5 Dies gilt natiirlich nur fiir den Fall k > 1, denn 7 ist nicht definiert. Die Anpassung der
nachfolgenden Diskussion auf den Fall £ = 0 ist jedoch trivial, so daf§ wir darauf verzichten.
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und nicht als Hilfsprozedur aufgefaft) kénnen wir jedoch nicht so vorgehen, denn
fiir diese Programme kennen wir ja keine Aufrufe, die wir modifizieren kénnten.
Anders gesagt, diese Programme werden aufferhalb unserer P-Programme auf-
gerufen, also mufl dort die Kodierung der aktuellen Parameter nl und n2 zu
7%(n1,n2) vorgenommen werden. Fiir uns ist daher belanglos, wie die Kodierung
der Parameterliste (3,2) mittels 72 zu 18 berechnet wird, wenn etwa ggt(3,2) oder
3—2 mittels der P[1]-Programme GGT’ bzw. MINUS' berechnet werden sollen. Diese
beiden P[1]-Programme interpretieren 18 als Kodierung der Liste (3,2), denn die
Programme aus P[1] arbeiten anstatt direkt auf natiirlichen Zahlen auf kodierten
Listen von natiirlichen Zahlen (die selbst wieder natiirliche Zahlen sind). Wie die-
se Kodierungen genau berechnet werden ist fiir unsere Untersuchungen genauso
unerheblich wie die Frage, wie die Gdodelisierung irgendeines Datentyps D nun
genau berechnet wird. Wesentlich ist nur, da8 die Kodierungsfunktion 7* fiir N*
den Forderungen von Definition 4.1 fiir eine Goédelisierung geniigt, und dies ist
mit Satz 4.7 der Fall.

Damit bleibt nur noch die Frage, wie denn ein P[1]-Programm PAIR? fiir PATR?
aussehen konnte. Da wir behaupten, dafl jede k-stellige berechenbare Funktion
als 1-stellige berechenbare Funktion dargestellt werden kann, so muf} es ja ein
P[1]-Programm PAIRY mit (*) [PAIR?]|(n1, ne) = 7%(ny, ng) = [PAIRY](7%(ny, na))
geben. Dies gilt offenbar, falls [PAIR¥] die Identitéitsfunktion ist, also definieren

wir
procedure PAIRY (x) <=

begin var y; y:=x; return(y) end .

Wir werden daher im folgenden arithmetische Funktionen ¢ : N* +— N in
vielen Fiéllen anstatt in der Form ¢(ny,...,ng) := DEF [ny,...,ng) in der Form
¢ : N— N mit ¢(7*(nq,...,ng)) := DEF [ny,...,n;| definieren, wobei dann mit
Satz 4.8 ¢(n) = DEF [nf(n),...,mk(n)] gilt.

4.4. Kodierung von Programmen

Mit Programmen irgendeiner Programmiersprache PS kénnen auch Program-
me (dieser Programmiersprache) verarbeitet werden. Beispielsweise kénnen wir
einen Ubersetzer in der Programmiersprache PS schreiben, der PS-Programme
als Eingabe erhélt und diese dann in eine Zielsprache iibersetzt. Mit einem in
PS geschriebenen Editor kénnen wir PS-Programme editieren, mit einem in PS
geschriebenen Datenkompressionsprogramm koénnen wir PS-Programme platz-
sparend abspeichern, mit einem in PS geschriebenen Interpretierer kénnen wir
PS-Programme ausfiihren, u.s.w.
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In einigen Programmiersprachen, wie z.B. Assemblersprachen oder Lisp, wer-
den Programme und Daten iiberhaupt nicht unterschieden, so dafl die Verarbei-
tung von Programmen durch Programme direkt implementiert werden kann. In
anderen Sprachen, wie z.B. JAVA oder C, werden Programme und Daten un-
terschiedlich behandelt. Hier miissen dann Programme durch einen bestimmten
Datentyp, wie z.B. den Datentyp string oder als Feld von Zeichen (array integer
of character), kodiert werden, um Programme durch Programme zu verarbeiten.

Die Fahigkeit von Programmen, Programme zu verarbeiten, ist wesentlich fiir
die Ergebnisse der Berechenbarkeitstheorie. Wir kodieren daher (wie schon zuvor
Datentypen) P-Programme durch natiirliche Zahlen, um P-Programme mit P-
Programmen verarbeiten zu kénnen:

P-Programme sind endliche Worte {iber einem endlichen Alphabet Ap, die
den syntaktischen Konventionen von Definition 2.1 geniigen. Es gilt also P C A7.
Das Alphabet Ap enthilt alle Buchstaben in Grofi- und Kleinschreibung, die Zif-
fern 0,...,9 und Sonderzeichen wie “<”, “=7 « 7«7 @7 . Damit
kénnen wir die Elemente von Ap durch Bitworte iiber {O, I} mit einer festen Lange
¢ > 0 kodieren, wobei Of als Kodierung fiir kein Zeichen aus Ap erlaubt ist. Fiir
¢ = 8 konnen wir beispielsweise 255 verschiedene Zeichen in Ap darstellen — das
sollte reichen, um P-Programme zu schreiben. Die Zuordnung von /-Bit Worten
zu den Symbolen von Ap legen wir durch eine endliche Kodetabelle fest. Diese
Tabelle reprisentiert den Graphen einer Funktion code : Ap — {O,1}"\ {O*}. Da
wir verschiedenen Symbolen in Ap verschiedene ¢-Bit Worte zuordnen, ist code in-
jektiv. Damit kénnen wir jetzt jedes Wort a ... aj, € A% (und damit insbesondere
jedes P-Programm) durch eine natiirliche Zahl f(a; . ..a;) := dual " (code(a;) @
... ® code(ay,)) godelisieren, wobei dual™' : {O,1}" — N eine natiirliche Zahl aus
deren Dualzahldarstellung berechnet (und damit z.B. dual~*(I1010) = 26 gilt).

Definition 4.11. (Programmkode §P) Sei
e Ap # () das endliche Alphabet von P, d.h. P C A,

e code: Ap — {0, 1}°\ {O"} mit ¢ = [log,(|Ap| + 1)] eine injektive Funktion,
die jedes Symbol aus Ap in ein (-Bit Wort abbildet,®

e dual: N — {O,1}" diejenige Funktion, die jede natiirliche Zahl n in ihre
Dualzahldarstellung dual(n) abbildet, d.h. in eine Zeichenreihe minimaler
Lénge von Bits O und |,

6 [logs(n)] € N ist der nach oben gerundete Logarithmus von n zur Basis 2.
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e dualy;: N — {{O,1}'}* diejenige Funktion, die jede natiirliche Zahl n in ihre
in Bit-Blécke der Lénge ¢ eingeteilte Dualzahldarstellung dual,(n) abbildet,
d.h. in eine Zeichenreihe minimaler Lénge von Bits O und |, deren Léinge
ein Vielfaches von ¢ ist,”

e dual™ : {0,1}" — N diejenige Funktion mit

1. dual™*(a) = 0 fiir alle o € {0} sowie

2. dual (B @ dual(n)) = n fiir alle 3 € {O}" und allen € N\ {0},
3. dual(dual'(0)) = O, sowie

4. dual(dual*(ly)) = Iy fiir alle v € {0, 1}, und sei

o ©:{0,1}" x {O,1}" — {O,1}" diejenige Funktion, die zwei Bitworte o und
f in ihre Konkatenation o3 abbildet.

Dann ist die Programmkodierungsfunktion g : P — N von P gegeben durch
1(ay ... ax) == dual ' (code(ay) @ ... D code(ay)) . (4.3)

Fiir P € P schreiben wir §P anstatt §(P) und nennen jP den Kode von P.
Die Menge oP aller Kodes der Programmiersprache P ist definiert durch {P :=
{tPeN|PeP}B [ |

Lemma 4.12. Mit den Begriffen aus Definition 4.11 gilt:
1. dual™'(dual,(n)) = n fiir allen € N.
2. dualy(dual (a1 ®. . . Bay)) = a1®. . . @y, fiiralleay, . .., ay, € {0, I}Z\{OE}.

Beweis. (1) Fiir n = 0 gilt dualy(n) = O° und damit dual™(dual,(n)) = 0.
Andernfalls erhélt man dualy(n) = O @ dual(n) fiir ein i € N mit 0 < i < £ und
folglich dual™"(dualy(n)) = dual™ (O @ dual(n)) = dual~'(dual(n)) = n.

(2) Mit ay € {0, 1}°\ {0} gilt oy = O'ly fiir ein i € N mit 0 < i < ¢ sowie ein
v € {0, I}Eii*l. Man erhélt so dual (a1 @ ... ® o) = dual ' (W B @ ... D ay)
und damit dualy(dual ™ (0, @ ... ® ap)) = dualy(dual ' (IV B ar @ ... © ay)) =
O' @ dual(dual '(IWPaa® ... ®ap) =0 B Pwd.. G =a1®...0a.’ =

" Dieser Forderung kann immer durch Voranstellen von O-Bits geniigt werden und wird
benotigt, um die Aussage von Lemma 4.12(2.) zu sichern. Mit dual anstatt dual, erhielte man
sonst fiir £ = 2 beispielsweise dual(dual™*(Ol)) = dual(1) = | # O, wihrend dualy(1) = Ol gilt.

8 Bei der Definition von §P gehen wir davon aus, dal P nach Definition 2.1 gegeben ist, also
insbesondere keine Prozeduraufrufe enthalt.

9 Das Verbot von O° als Kode ist erforderlich, denn man erhielte sonst fiir £ = 2 beispielsweise
dualy(dual~*(0000)) = dual,(0) = 00 # 0000.
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Satz 4.13. Die Programmkodierungsfunktion f ist eine Gddelisierung von P.

Beweis. (1) “4 : P — N ist injektiv’: Da alle Elemente von Bild(code) Bit-
worte der Lénge ¢ und code nach Voraussetzung injektiv ist, gilt code(a;) ® ... D
code(ay) # code(ay)®...®code(ay,) fallsay ... a, # a} ... a},. Firk = k' gilt dann
(*) dual™"(code(a;) @ ... ® code(ay)) # dual™'(code(a)) @ ... & code(a),)), denn
verschiedene Bitworte gleicher Léinge werden mit dual ™" in verschiedene natiirliche
Zahlen abgebildet. Fiir k # k' gilt (*) ebenfalls, denn Bitworte unterschiedlicher
Lénge werden mit dual™' in verschiedene natiirliche Zahlen abgebildet, da O als
Kodierung verboten ist.*°

(2) “f ist algorithmisch”: Um §(a; ... ax) fiir ein Wort a; . ..ay € P zu berech-
nen, bearbeitet man a; . . . aj, Zeichen fiir Zeichen von links nach rechts und ersetzt
dabei jedes Symbol a; durch code(a;), so wie in der Kodetabelle angegeben. Dieses
Verfahren ist offenbar algorithmisch. Die (-Bit Worte code(a;) werden mit & zu
einem Bitwort code(a;) & ... @& code(ay) konkateniert, was auch algorithmisch be-
werkstelligt werden kann. Schlieflich wird code(a,)®. . .@code(ay) in die natiirliche
Zahl dual™*(code(a;) @ ... @ code(ay)) umgewandelt. Auch diese Umwandlung ist
algorithmisch, und damit ist auch § algorithmisch.

(3) “47 : N — {0,1} mit ‘4?(n) = 1 gdw. n € §P’ ist berechenbar”: Die
Programmiersprache P ist eine sehr einfache Programmiersprache, die nur Kon-
strukte enthilt, die wir (mitunter in syntaktischen Abwandelungen) bereits aus
implementierten Programmiersprachen kennen. Damit diirfen wir davon ausgehen,
daf8 man (in P) einen Syntaxanalysator (engl. Parser) parse : {{O,1}‘}* — {0,1}
fiir P implementieren kann, fiir den parse(code(a;) @ ... ® code(ay)) =1 fiir alle
ai...a, € P sowie parse(on @ ... & ay) = 0 fiir alle o, ..., op € {{O,1}'}* mit
code (1) ... code™ (o) € AL\ P oder o; ¢ Bild(code) fiir ein i € {1,...,k}
gilt. Damit erhélt man §7(n) := parse(dualy(n)) und folglich ist 47 berechenbar,
denn dualy, und parse sind algorithmisch.

Fiirg?(n) = 1 gilt dualy(n) = a1 ®. . .Boy, mit o, € Bild(code) fiir jedes c; sowie
parse(ay®. . .®ay) = 1. Mit der Definition von parse gilt code (o) . .. code™ ()
€ P, und folglich f(code () ... code ' (ay,)) € §P. Mit der Definition von f
erhédlt man dann n € §P, denn

10 Die Funktion f ist nicht injektiv, falls Of als Kodierung fiir ein Zeichen aus Ap erlaubt
wird. Fiir £ = 2 und code(;) = OO erhielte man beispielsweise §(;) = dual™'(code(;)) =
dual™'(00) = 0 = dual~*(0000) = dual *(code(;)code(;)) = 4(; ;).
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1(code ™ (an) . .. code™ (ay))
= dual™'(code(code ™ (1)) @ ... @ code(code ' (ay))) (mit (4.3))
= dual Moy @ ... D ay) (4.4)
= dual™"(dual,(n))
= n (mit Lemma 4.12(1.)) .

Fiir §7(n) # 1 gilt parse(a; & ... ® ag) = 0, wobei a; & ... B o = dualy(n)
und «; € {0, 1}* fiir jedes o gilt. Falls ; ¢ Bild(code) fiir ein i € {1,...,k}, so
gilt n ¢ 4P wegen (4.3). Andernfalls gilt code () ... code ' (cy,) ¢ P mit der
Definition von parse, und folglich n ¢ §P mit (4.4). Damit sind die Forderungen
erfiillt, die an {7 gestellt werden.

(4) “4=' : Bild(f§) — P ist algorithmisch”: Mit dual, kann jede natiirliche
Zahl n algorithmisch in ihre Dualzahldarstellung oy & ... & «y tiberfiihrt wer-
den. Das Bitwort oy @ ... @ «ay bearbeitet man jetzt in (-Bit Abstidnden von
links nach rechts und ersetzt dabei mittels der Kodetabelle jedes ¢-Bit Wort «;
durch code™'(e;). Dies gelingt, denn mit n € 4P gilt oy € Bild(code) fiir jedes
;. Auch dieses Verfahren ist algorithmisch, und damit ist §=! mit §='(n) =
code (o) ... code™*(ay)) auch algorithmisch. m

Da die Programmkodierungsfunktion g injektiv ist, gilt P = P’ falls jP = 4P’
fiir je zwei Programme P, P’ € P. Damit werden verschiedenen Programmen durch
n verschiedene Kodes zugeordnet. Die Programmkodierungsfunktion f ist jedoch
nicht surjektiv, d.h. es gibt natiirliche Zahlen n mit §P # n fiir alle P € P, und
damit gilt 7 GN. Dies ist einleuchtend, denn andernfalls wiirde ja jedes Bitwort
ein Programm reprisentieren.!! Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n kénnen wir
jedoch mit 77 feststellen, ob n der Kode eines Programms ist, d.h. ob n = yP fiir
ein P € P gilt.

11 Tnsbesondere wire dann jedes ¢-Bitwort die Kodierung eines Zeichens aus Ap, und damit
wére jedes Wort aus A$ ein syntaktisch korrektes P-Programm.
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5. ALGORITHMISCH UNLOSBARE AUFGABEN

5.1. Abziahlbarkeit der P-berechenbaren Funktionen

Mit Hilfe der Kodes von P-Programmen koénnen wir eine wichtige Eigenschaft der
P-berechenbaren Funktionen beweisen, ndmlich die Abzihlbarkeit der Menge [P]
aller P-berechenbaren Funktionen. Zum Nachweis definieren wir zunéchst:

Definition 5.1.
Fiir jedes i € N ist die Funktion ; : N +— N definiert durch

[P] , fallsi=1{P fiir ein P € P

Pi =
w L fallsiggP. N

Fiir ¢ € 4P ist ; also diejenige Funktion, die von dem P-Programm mit Kode
i berechnet wird. Also gilt pyp = [P] fiir jedes Programm P € P. Falls i ¢ 4P,
so ordnen wir ¢ die {iberall undefinierte Funktion zu, d.h. es gilt dann ¢; = w.
Man beachte, da3 ; wohldefiniert ist, denn mit der Injektivitat von g (vgl. Satz
4.13) gibt es hdchstens ein Programm P mit jP = i, und mit Satz 4.10 diirfen wir
annehmen, daf [P] : N — N fiir jedes Programm P € P gilt.

Nun koénnen wir die Abzéhlbarkeit aller P-berechenbaren Funktionen einfach
beweisen:

Satz 5.2. [P]| = {¢; | i € N}, d.h. [P] ist abzéihlbar.

Beweis. “C” Sei ¢ € [P]. Dann gilt ¢ = [P] fiir ein P € P und damit
¢ = @yp. Also gilt ¢ € {p; | i € N}, denn §P € N.

“D” Fallsi ¢ 4P, so gilt p; = w = [CYCLE,]] mit Satz 3.2, und mit CYCLE; € P
dann ; € [P]. Andernfalls gilt i = §P fiir ein Programm P € P und damit
owp = [P], also ebenfalls ¢; € [P]. m

Wesentlich im Beweis von Satz 5.2 ist, dafy den P-berechenbaren Funktionen ein
Programm zugeordnet werden kann und Programme in natiirliche Zahlen kodiert
werden konnen, woraus dann die Abzéhlbarkeit von P folgt. Die folgenden Sétze
zeigen, dafl der Beweis von Satz 5.2 ohne diese Voraussetzungen nicht gelingt:
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Satz 5.3. Sei N eine abzihlbare Menge, d.h. N = {n; | i € N}, und sei M C N.
Dann ist M abzdhlbar.

Beweis. Fiir M = () gilt die Aussage trivialerweise. Fiir M # () sei m' € M
fest gewéhlt. Wir definieren fiir jedes 1 € N

n; ,fallsn; € M

m' , fallsn; ¢ M .

Mit M C N gibt es fiir jedes m € M eint € N mit m = n;, und damit gilt

Mit Satz 5.3 ist also jede Teilmenge einer abzéhlbaren Menge auch abzéhlbar.
Umgekehrt bedeutet dies, dafl jede Obermenge einer nicht-abzéhlbaren Menge
auch nicht abzahlbar ist. Wir geben jetzt eine nicht-abzidhlbare Menge von Funk-
tionen an.

Satz 5.4. Sei F,,; die Menge aller totalen Funktionen N — N. Dann ist F;,; nicht
abzéhlbar.

Beweis. Wir nehmen an, dafi F;,; abzahlbar ist, und leiten daraus mit einem
sogenannten Diagonalisierungsbeweis einen Widerspruch her: Mit der Annahme
gilt Fror = {¢i |1 € N} und v € F fiir die Funktion v : N — N mit v(n) :=
On(n)+ 1. Mit v € Fiop gilt v = ¢y, fiir ein k € N, und man erhélt ¢x (k) = (k) =
or(k) + 1. Also muB ¢y (k) = L gelten, d.h. ¢ & Fior. ¥ Damit kann Fy,; nicht
abzédhlbar sein. m

Mit Satz 5.4 konnen wir jetzt zeigen, dafl die Menge aller arithmetischen
Funktionen auch nicht abzéhlbar ist:

Satz 5.5. Sei F die Menge aller Funktionen N — N. Dann ist F nicht abzahlbar.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dafl F ab-
zahlbar ist. Mit Satz 5.3 und F;,; C F gilt dann, da3 F,,; abzdhlbar ist, also ein
Widerspruch zu Satz 5.4. Damit kann F nicht abzédhlbar sein. m

Man beachte, dal Satz 5.5 nicht im Widerspruch zu Satz 5.2 steht, denn Satz
5.2 macht nur eine Aussage iiber berechenbare Funktionen, wéhrend Satz 5.5 eine
Aussage iiber alle (arithmetischen) Funktionen macht. Entscheidend ist hier also
die Forderung nach Berechenbarkeit.
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5.2. Nicht-berechenbare Funktionen

Mit der Abzahlbarkeit der P-berechenbaren Funktionen kénnen wir jetzt ein zen-
trales Ergebnis der Berechenbarkeitstheorie beweisen, namlich dafl es Aufgaben
gibt, die prinzipiell nicht algorithmisch losbar sind. D.h. es gibt Aufgaben, deren
Losung nicht durch einen Rechner berechnet werden kann. Formal heifit das, dafl
es nicht-berechenbare Funktionen gibt:

Korollar 5.6. Es gibt eine Funktion ¢ : N +— N mit ¢ ¢ [P].

Beweis. Es gilt [P]] C F fiir die Menge F aller Funktionen ¢ : N — N, mit
Satz 5.2 ist [P]] abzéhlbar und mit Satz 5.5 ist F nicht abzédhlbar. Damit gilt
FA[P]#0. =

Der Beweis von Korollar 5.6 ist unkonstruktiv, vgl. Abschnitt 3.3, d.h. eine
konkrete nicht-berechenbare Funktion wird in dem Beweis nicht angegeben. Dies
holen wir jetzt nach:

Definition 5.7. (Selbstanwendungsfunktion)
Die Selbstanwendungsfunktion self : N — N ist definiert durch

0 , falls pp(n) = L

self(n) ==
1 [ fallsp,(n)# L. N

Untersuchen wir zunéchst, welche Ergebnisse die Funktion self liefert: Fiir
n ¢ 4P gilt ¢, = w, folglich ¢,(n) = L, und damit self(n) = 0. Andernfalls gilt
on = [P] fiir ein P € P, wobei n = gP. Um self(n) zu bestimmen, fithren wir
das Programm P mit der Eingabe 1P aus, d.h. wir wenden P auf seinen eigenen
Programmkode P an. Hilt P mit dieser Eingabe, so gilt ¢,(n) # L und damit
self(n) = 1. Andernfalls erhalten wir self(n) = 0. Es gilt also

0 , falls [P](4P) = L

self (41P) =
1, falls [P](sP) # L .

Wir zeigen jetzt, daf§ die Selbstanwendungsfunktion nicht berechenbar ist.
Dazu fiithren wir einen Widerspruchsbeweis, d.h. wir nehmen an, self sei berechen-
bar, und leiten daraus dann einen Widerspruch her.
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Satz 5.8. Die Selbstanwendungsfunktion self : N — N ist nicht berechenbar.
Beweis. Angenommen, self sei berechenbar. Dann gibt es eine P-Prozedur
SELF mit self = [[SELF]. Mit SELF konstruieren wir jetzt eine weitere P-Prozedur

KURIOS:
procedure KURIOS(n) <=

begin var x, res;
if SELF(n) then x := CYCLE;(x) end_if;
res =1,
return(res)

end .

Es gilt
1, falls self (n) =0
[KURIOS](n) =
L, falls self(n) # 0,

und mit der Definition von self erhélt man

1, falls p,(n) = L
[KURIOS](n) =
1, falls p,(n) # L .

Fiir n = gKURIOS erhalten wir insbesondere

1, falls [KURIOS](EKURIOS) = L
[KURIOS] (KKURIOS) =
1, falls [KURIOS](1KURIOS) # L .

Damit haben wir einen Widerspruch hergeleitet, denn es gilt [KURIOS[|(]EKURIOS) =
1 gdw. [KURIOS](4KURIOS) # L. Die Anwendung der Prozedur KURIOS auf ihre
eigene Kodierung tKURIQS fiihrt also zu einem Widerspruch, und damit kann self
keine berechenbare Funktion sein. m

Der Nachweis, dafl self nicht berechenbar ist, erscheint zunéchst wie ein mathe-
matisches “Kunststiick”. Die Schritte der Herleitung sind einfach nachvollziehbar,
weniger einleuchtend ist jedoch, wie man auf die gewahlte Konstruktion eigentlich
kommt, und warum sich daraus ein Widerspruch ergibt. Es ist daher zum Versténd-
nis wichtig, dafl man sich die Argumentationsweise und die dabei verwendeten
Fakten noch einmal genau vor Augen fiihrt:

1. Mit der Behauptung, dafl self berechenbar sei, diirfen wir die Existenz des
Programms SELF voraussetzen.
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2. Unter Verwendung von SELF und dem Programm CYCLE; kénnen wir ein
weiteres Programm, ndmlich KURIOS, angeben.

3. Mit der Definition von KURIOS erhalten wir eine berechenbare Funktion,
nidmlich [KURIOS].

4. [KURIOS](n) ist insbesondere dann definiert, wenn n der Kode eines Pro-
gramms P ist, also n = §P, und P aufgerufen mit 5P nicht terminiert.

5. Damit terminiert KURIOS insbesondere dann, wenn KURIOS mit dem Kode
1P eines Programms P aufgerufen wird, und P aufgerufen mit 5P nicht
terminiert.

6. Folglich terminiert KURIOS aufgerufen mit jKURIOS insbesondere dann, wenn
KURIOS aufgerufen mit jKURIOS nicht terminiert. ¥

7. Der Widerspruch entsteht also dadurch, dafl wir die Existenz des Programms
SELF annehmen, ¢,(n) = L jedoch (fiir beliebige n) nicht durch einen Al-
gorithmus festgestellt werden kann.

5.3. Das Halteproblem

Die nicht berechenbare Selbstanwendungsfunktion self mutet zunéchst wenig niitz-
lich an, und man fragt sich unwillkiirlich, ob es auch “sinnvolle” Funktionen gibt,
die nicht berechenbar sind.

Jeder Programmierer hat schon die leidvolle Erfahrung gemacht, dafl sein Pro-
gramm nicht terminiert. Ublicherweise wird ein Programm mit gewissen Eingaben
getestet. Erhédlt man ein Resultat, so ist der Terminierungstest bestanden. An-
dernfalls gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder terminiert das Programm mit der
Eingabe nicht, oder aber es dauert nur etwas ldnger, bis ein Ergebnis berechnet
ist. Es ist daher wiinschenswert, ein Testwerkzeug HALT zu entwickeln, das als
Eingabe den Kode P eines Programms P sowie eine Eingabe m € N fiir dieses
Programm erhélt. Bei Ausfithrung von HALT soll nach endlicher Zeit 0 ausgegeben
werden, wenn die Ausfithrung von P mit m nicht terminiert. Andernfalls soll HALT
das Ergebnis 1 ausgeben.

Bevor wir HALT entwickeln, betrachten wir vorsichtshalber die von HALT berech-
nete Funktion. Dabei miissen wir feststellen, dafl es kein Programm HALT mit den
gewiinschten Eigenschaften geben kann:
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Satz 5.9. Die Haltefunktion halt : N — N, gegeben durch

0 ,falls pi(n) =L

halt(7?(i,n)) =
1, falls p;(n) # L,

ist nicht berechenbar.!

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dafl es ein
P-Programm HALT mit [HALT] = halt gibt. Mit HALT kénnen wir auch das P-
Programm

procedure PROG(x) <=
begin var y;
y := HALT(PAIR’(x,x));
return(y)
end

definieren. Es gilt [PROG](n) = [HALT](72(n,n)), und mit der Definition von halt
erhdlt man
0 , falls p,(n) = L
[PROG] (n) =
1, falls p,(n) # L,

also [PROG]| = self, vgl. Definition 5.7. Mit Satz 5.8 ist [PROG|| nicht berechenbar,
und damit kann es kein P-Programm HALT mit [HALT] = halt geben. m

Mit Satz 5.9 ist es also prinzipiell unmoglich, das gewiinschte Testwerkzeug
HALT zu implementieren. Ursache ist, dal man fiir ein beliebiges Programm P
und beliebige Eingaben m fiir dieses Programm nicht algorithmisch feststellen
kann, ob P ausgefiihrt mit m nicht hilt.?

1 Siehe Abschnitt 4.3 zur Bedeutung der Schreibweise halt(72(i,n)) := ...

2 0Ob ein Programm P mit Eingabe m hilt kann dagegen offenbar algorlthmlsch ermittelt
werden — man 148t P einfach “laufen” und falls P hélt, ist das ja feststellbar (etwa durch Anzeige
eines Ergebnisses). Genau dieser Idee werden wir spéter — etwa im Beweis von Satz 7.11 — folgen.
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6. UNIVERSELLE FUNKTION UND
INTERPRETIERER

In Abschnitt 5.1 wurde mit Satz 5.2 gezeigt, dafl die Menge aller P-berechenbaren
Funktionen abzdhlbar ist, d.h. [P] = {¢; | i € N}. Damit kénnen wir definieren:

Definition 6.1. (Universelle Funktion)
Die universelle Funktion up : N — N ist gegeben durch

up(72(i,n)) = @i(n). [

Die Funktion up wird universell genannt, da mit up jede Funktion ¢; € [P]
dargestellt werden kann. Mit ¢yp = [P], vgl. Definition 5.1, erhélt man

up(7*(5P,n)) = [P](n) (6.1)

und fir die Prozedur

procedure P(x) <=
begin var y,,...,y,; STA; return(y,) end

mit Definition 2.8 dann
up(m?(4P,n)) = value(eval(M](jn),STA),yi) : (6.2)

Wegen (6.2) wird up auch der Interpretierer der Programmiersprache P genannt.

Wir {iberlegen jetzt, ob die Funktion up P-berechenbar ist: Um up(72(i,n))
zu berechnen, mufl zuerst festgestellt werden, ob ¢ € §P gilt. Dies gelingt mit
der P-berechenbaren Funktion 77, vgl. Satz 4.13. Mit ¢« = P fiir ein P € P
erhilt man up(7%(3P,n)), indem man aus 1P das P-Programm P bildet, also
den Programmkode §P mittels §=% in das P-Programm P dekodiert, und dann
P auf n anwendet, vgl. (6.1). Andernfalls gilt p; = w und damit up(72(i,n)) =
[CYCLE;](n).
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Damit ist up P-berechenbar und folglich diirfen wir die Existenz eines P[1]-
Programms APPLY mit
up(m) = [APPLY]/(m) (6.3)

annehmen, fiir das [APPLY]|(72(3P,n)) = [P](n) gilt. Das P-Programm APPLY
iiberpriift bei Eingabe m mittels 17, ob 77(m) der Kode eines P-Programms P ist.
Im positiven Fall wird dann P mit 72(m) als Eingabe ausgefiihrt. Fiir 77(m) ¢ 1P
ruft APPLY die P-Prozedur CYCLE; auf, d.h. der Aufruf APPLY(m) terminiert in
diesem Fall nicht. Damit implementiert APPLY den Interpretierer der Program-
miersprache P. Mit dem Interpretierer APPLY koénnen wir P-Programme P, die
als Daten g P repréasentiert werden, durch ein P-Programm ausfiihren.

Bemerkung 6.2. Den Nachweis, dai up P-berechenbar ist, haben wir hier nur
informell gefiihrt. Eigentlich miifite diese Behauptung mit einem streng forma-
len Beweis nachgewiesen werden, und zwar indem APPLY konkret angegeben und
damit dann (6.3) bewiesen wird. Wir verzichten darauf, da dies hier einen zu
groflen beweistechnischen Aufwand erfordert.

Bemerkung 6.3. Als APPLY kann man sich genausogut ein Programm vorstellen,
das als FEingabe eine endliche Folge a;...a, von ASCII Zeichen erhilt, fest-
stellt, ob a; ... a, ein P-Programm P nach Definition 2.1 ist, im positiven Fall P
ausfiihrt, und im negativen Fall nicht terminiert. Dies ist natiirlich unpraktisch,
denn man erwartet sinnvollerweise bei Ausfiihrungsversuch eines vermeintlichen
P-Programms mit syntaktischen Fehlern, wie etwa falsche Klammerung, nicht-
deklarierte lokale Variable u.s.w., einen Hinweis des Rechners anstatt eine End-
losberechnung. Sinnvoller wére also ein P[1|-Programm APPLY' mit

0 , falls w3(m) ¢ 4P
[APPLY'](m) =
L+ [P[(x3(m)) , falls 7% (m) = 4P,

d.h. APPLY’ hélt bei Eingabe “fehlerhafter” P-Programme immer mit Ergebnis
0 und bei Eingabe “korrekter” P-Programme P mit [P](73(m)) + 1, falls die
Ausfiihrung von P terminiert. Da solch “praktische” Erwégungen fiir unsere Un-
tersuchungen jedoch belanglos sind, reicht uns die Definition von APPLY so wie in
(6.3) angegeben.
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7. ENTSCHEIDBARKEIT UND
SEMI-ENTSCHEIDBARKEIT

7.1. Entscheidbare Probleme

Die Frage aus Abschnitt 5.3, ob ein beliebiges Programm P ausgefiihrt mit einer
beliebigen Eingabe m &€ N anhilt oder nicht, wird das Halteproblem genannt.
Allgemein formulieren wir Probleme, die durch einen Rechner gelést werden sollen,
wie folgt:

Sei M C N und sei m € N. Das gestellte Problem besteht dann darin festzu-
stellen, ob “m € M” wahr oder falsch ist. Das Halteproblem H kann man jetzt
durch

H :={r*(n,m) € N| ¢,(m) # L}

formulieren. Fiir beliebige n,m € N soll hier festgestellt werden, ob “7?(n,m) €
H” wahr oder falsch ist.

Die Aufgabe ¢,(n) # L festzustellen, vgl. Abschnitt 5.2, nennt man auch das
Selbstanwendbarkeitsproblem (oder das spezielle Halteproblem) S, das man durch

S:={n eNfwn(n) # L}

formulieren kann. Fiir beliebige n € N soll dabei festgestellt werden, ob “n € S”
wahr oder falsch ist.

Die Antwort auf die Frage “m € M?” wollen wir natiirlich berechnen lassen,
und allgemein untersuchen wir Probleme darauthin, ob sie durch einen Rechner
gelost werden konnen oder nicht. Ein Problem, wie z.B. das Halteproblem, nennen
wir im folgenden entscheidbar, wenn ein Rechner immer — also in endlicher Zeit —
eine korrekte Anwort liefern kann. Wir definieren daher:

Definition 7.1. (Entscheidbare Menge, charakteristische Funktion)
Sei M C N und sei xp : N — {0,1} mit

0 ,fallsm¢ M

Xm(m) =
1 ,fallsme M .
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Dann ist M entscheidbar genau dann, wenn x,; berechenbar ist. Die Funktion x s
wird die charakteristische Funktion von M genannt. Ein P-Programm PROG mit
Xar = [[PROG] wird ein Entscheidungsverfahren fiir M genannt.! [ |

Das Halteproblem ist genau dann entscheidbar, wenn die charakteristische
Funktion xg : N — {0, 1} berechenbar ist. Mit der Definition von H erhalten wir

0 , falls p,(m) =L
xu(m*(n,m)) =
1, falls ¢, (m) # L .

Da xy = halt fiir die nicht-berechenbare Funktion halt aus Satz 5.9 gilt, ist H
nicht entscheidbar. Man erhéalt also:

Korollar 7.2. Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Mit Satz 5.8 ist auch die Selbstanwendungsfunktion self nicht berechenbar,
und damit gilt:

Korollar 7.3. Das Selbstanwendbarkeitsproblem S ist nicht entscheidbar.

Betrachten wir ein weiteres Problem: Ist entscheidbar, ob eine natiirliche Zahl
eine Primzahl ist? Um dies zu beantworten, betrachten wir die charakteristische
Funktion xp : N — {0, 1} fiir die Menge P aller Primzahlen

0 ,fallsn¢P

xp(n) =
1 ,fallsnelP.

Da wir offensichtlich ein Programm PRIM € P[1] mit xp = [PRIM] angeben kénnen,
ist die Menge aller Primzahlen entscheidbar.

Die Entscheidbarkeit von Problemen iibertrégt sich auf deren Vereinigung und
Schnitt:

Satz 7.4. Fiir My, My C N sind M; U My und M; N My entscheidbar, falls M
und M, entscheidbar sind.

I In der englischsprachigen Literatur wird neben “decidable” auch der Begriff “recursive”
fir “entscheidbar” verwendet. Es gibt also sowohl “recursive functions” als auch “recursive
problems” (s. auch die Fufinote auf Seite 26).
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Beweis. Seien DECIDEM;, DECIDE My P-Prozeduren mit [DECIDEM;] = xas
und [[DECIDE My]| = Xz, und seien die Prozeduren DECIDE_M; UM, DECIDE_M; M,
€ P gegeben durch

procedure DECIDE M;UM,(x) <=

begin var res;
if DECIDE M, (x) then res := 1 else res := DECIDE M,y(x) end if;
return(res)

end

und

procedure DECIDE M; My(x) <=

begin var res;
if DECIDEM;(x) then res := DECIDE M,(x) else res := 0 end_if;
return(res)

end .

Dann gilt offensichtlich [DECIDEM;UMy] = Xanun, sowie [DECIDEM;MMy] =
XM;nM,, und damit sind sowohl My U My als auch My N My entscheidbar. m

7.2. Endliche Probleme

Eine Konsequenz von Definition 7.1 ist, dafl endliche Probleme immer entscheid-
bar sind:

Satz 7.5. M C N mit |M| < oo ist entscheidbar.

Beweis. Fiir M = () ist xpr : N — {0, 1} mit xp(m) := 0 fiir alle m € N die
charakteristische Funktion von M, und offenbar ist x,; berechenbar.

Andernfalls gilt M = {mq, ..., m,,} fiir gewisse mq, ..., m, € N und damit gilt
[DECIDEM]| = x fiir die P-Prozedur DECIDE M aus Abbildung 7.1. Folglich ist M
entscheidbar. m

Der Beweis von Satz 7.5 ist nicht konstruktiv, vgl. Abschnitt 3.3, denn die
Elemente my, ..., m,, von M miissen ja nicht bekannt sein. Beispielsweise folgt aus
Satz 7.5, daf3 das Problem

Hoigwo = {n*(n,m) € N|n,m < 10" und ¢,(m) # L}

entscheidbar ist, denn H_jg10 C H ist endlich. Wie folgende Uberlegung zeigt, ist
H _1g10 entscheidbar, auch wenn wir die Elemente von H_qgi0 nicht kennen:
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procedure DECIDE M(x) <=
begin var res;
case x of
my: res =1
my: res:=1

m,: res:=1
other: res:=0
end_case;
return(res)
end .

Abbildung 7.1: Ein Entscheidungsverfahren fiir eine endliche Menge

Allgemein gibt es fiir jedes k € N 2¥* Teilmengen N von N, so daf 72(j), 73(j) <
k fiir jedes j € N gilt, und es gilt N = H_j fiir genau eine dieser Teilmengen.
Jede dieser Teilmengen N ist endlich, wobei wir alle Elemente von N kennen, und
wir konnen daher wie im Beweis von Satz 7.5 fiir jedes N ein Programm DECIDE N
schreiben, das die charakteristische Funktion yx von N berechnet. Unter den
endlich vielen, namlich ok? Programmen, befindet sich dann auch das Programm,
das die charakteristische Funktion von H_; berechnet. Wir konnen also tatséchlich
ein Programm angeben, mit dem H_j entschieden werden kann, wir wissen nur
nicht, welches der 28 Programme das Gewiinschte leistet, vgl. Abschnitt 3.3.

7.3. Semi-entscheidbare Probleme

Da Probleme in unserem Zusammenhang mittels Mengen definiert werden, kénnen
wir auch das Komplement solcher Mengen betrachten. Fiir das Halteproblem er-
halten wir beispielsweise das komplementére Problem

H = {r*(n,m) e N| ¢,(m)= L} .

Offensichtlich ist auch H nicht entscheidbar, denn 72(n,m) € H gdw. 7%(n,m) ¢
H. Da wir die charakteristische Funktion yy mit Hilfe der charakteristischen
Funktion xz bilden kénnen, d.h.

0 , falls xz(7%(n,m)) =1

xu(m*(n,m)) =
1, falls xgz(72(n,m)) =0,
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folgt aus der Unentscheidbarkeit von H sofort, dafi auch H nicht entscheidbar ist.
Allgemein gilt:

Satz 7.6. M C N ist genau dann entscheidbar, wenn das komplementére Pro-
blem M entscheidbar ist.

Beweis. “=>" Wenn M entscheidbar ist, so gilt x); = [DECIDEM] fiir eine
P-Prozedur DECIDEM. Fiir die P-Prozedur DECIDE_M mit

procedure DECIDE M(x) <=

begin var res;
if DECIDE M(x) then res := 0 else res := 1 end_if;
return(res)

end

gilt x77 = [DECIDE M|, und damit ist M entscheidbar.
“<=" Offensichtlich, denn M = M. m

Mit Satz 7.5 und Satz 7.6 folgt sofort die Entscheidbarkeit kofiniter Mengen:
Korollar 7.7. M C N mit |M| < oo ist entscheidbar.

Beziiglich Entscheidbarkeit gibt es also keinen Unterschied zwischen einem
Problem und seinem Komplementérproblem. Begniigen wir uns jedoch mit einer
schwécheren Forderung, so konnen wir doch einen Unterschied feststellen.

Fiir das Halteproblem H erhalten wir immer eine positive Antwort, falls es
eine positive Anwort gibt: Fiir n,m € N gibt es ja (mindestens) ein Programm
PROG,, € P mit ¢, = [PROG,]]. Wir kénnen daher PROG,, mit Eingabe m ausfiihren.
Falls 72(n,m) € H, so gilt ¢, (m) # L, d.h. PROG, ausgefiihrt mit Eingabe m hélt
auf jeden Fall mit irgendeinem Ergebnis. Umgekehrt gilt 72(n, m) € H, falls PROG,,
ausgefithrt mit Eingabe m irgendein Ergebnis liefert.

Anders gesagt, fiir n, m € N starten wir PROG,, mit m und erhalten immer eine
korrekte Antwort, falls 7%(n,m) € H gilt. Gilt jedoch 7%(n,m) ¢ H, so erhalten
wir 1.A. nie eine Antwort. Das ist zugegebenermaflen unbefriedigend, aber mehr
kann man nicht erreichen, da H nicht entscheidbar ist.

Probleme, fiir die zumindest immer eine positive Antwort berechnet werden
kann, nennt man semi-entscheidbar:
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Definition 7.8. (Semi-entscheidbare Menge, semi-charakteristische Funktion)
Fiir eine Menge M C N definieren wir die Funktion X : N +— {1} durch

1 fallsm¢ M
Xm(m) =
1 ,fallsme M .
Fiir eine Funktion 1) : N +— {0,1} schreiben wir v =y X, falls ¢)(m) # 1 fiir
m & M und ¢(m) =1 firm € M.

Eine Menge M ist semi-entscheidbar genau dann, wenn eine berechenbare
Funktion v mit 1 =, X existiert. Jede solche Funktion 1 wird eine semi-
charakteristische Funktion von M genannt. Ein P-Programm PROG mit Xy =
[PROG] wird ein semi-Entscheidungsverfahren fiir M genannt. [ |

Die charakteristische Funktion xj, eines Problems M erfiillt offenbar die For-
derung, die wir an eine semi-charakteristische Funktion stellen, und folglich ist
jedes entscheidbare Problem auch semi-entscheidbar:

Satz 7.9. Wenn M entscheidbar ist, so ist M auch semi-entscheidbar.
Beweis. Offensichtlich, denn xn; =y Xa und xy ist nach Voraussetzung
berechenbar. m

Im Unterschied zu charakteristischen Funktionen sind semi-charakteristische
Funktionen nicht eindeutig bestimmt. Fiir eine Funktion ¢ mit ¢ 2y, X/ ist ¥(m)
im Fall m ¢ M unterspezifiziert, d.h. nicht eindeutig festgelegt. Allgemein gilt fiir
m ¢ M immer ¢(m) = 0 oder ¢(m) = L fiir eine semi-charakteristische Funktion
Y. Mit Satz 7.5 folgt sofort, dafi ¢)(m) = L fiir unendlich viele m € N gelten muf,
falls M nicht entscheidbar ist.2 Mit der Existenz irgendeiner berechenbaren semi-
charakteristischen Funktion ist die semi-charakteristischen Funktion Xj; jedoch
immer berechenbar:

Satz 7.10. Y, ist berechenbar, falls M semi-entscheidbar ist.

Beweis. Wenn M semi-entscheidbar ist, so existiert ein semi-Entscheidungs-
verfahren PROG € P, d.h. Xp = [PROG]. Fiir die P-Prozedur SEMI_DECIDE M
gegeben durch

procedure SEMI DECIDE M(x) <=

begin var res;
if PROG(x) then res := 1 else res := CYCLE;(x) end_if;
return(res)

end

2 Damit ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daf$ bei unentscheidbarem M auch v(m) = 0 fiir
unendlich viele m € N gelten kann.

29



gilt dann
1, falls [PROG](m) =1

[SEMI_DECIDEM]|(m) = { L, falls [PROG](m) = 0

1, falls [PROG](m) = L .
und damit
1 ,fallsme M
[SEMI_DECIDEM](1n) =
1 fallsm¢ M,

also [SEMI_DECIDE M| = Yj;. ®
Wir kénnen jetzt beweisen, dal das Halteproblem semi-entscheidbar ist:

Satz 7.11. Das Halteproblem H ist semi-entscheidbar.
Beweis. Sei SEMI_DECIDE_H € P definiert durch

procedure SEMI_DECIDE H(x) <=
begin var y,z;

y:=1;

z := APPLY(x);

return(y)
end .

Dann gilt

1, falls [APPLY](7%(n,m)) = L

[SEMI_DECIDE H](7*(n, m)) =
1, falls [APPLY]|(7%(n,m)) # L

und mit [APPLY](7%(n,m)) = ¢,(m) dann
1, falls ¢,(m) = L
[SEMI_DECIDE H]|(7*(n,m)) =
1, falls p,(m) # L .

Also gilt Xy = [SEMI_DECIDE H], und damit ist H semi-entscheidbar. m
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Korollar 7.12. Das Selbstanwendungsproblem S ist semi-entscheidbar.
Beweis. Fiir die P-Prozedur

procedure SEMI_DECIDE S(x) <=
begin var y;
y := SEMI_DECIDE_H(PAIR?(x,x));
return(y)
end

zeigt man leicht Ys = [[SEMI DECIDE S]|. m

Betrachten wir nun das Komplementirproblem H: Hier gilt o, (m) = L, falls
73(n,m) € H, d.-h. APPLY ausgefiihrt mit Eingabe 7%(n,m) hilt nie mit einem
Ergebnis. Offenbar kénnen wir nicht analog der Konstruktion im Beweis von Satz
7.11 vorgehen, um ein Programm SEMI_DECIDE H € P anzugeben, fiir das Y7 =7
[SEMI_DECIDE_H] gilt.

Damit ist natiirlich noch nicht bewiesen, da8 H nicht semi-entscheidbar ist. Es
konnte ja gelingen, ein Programm SEMI_DECIDE.H mit [SEMI_DECIDE H] 27 Y7
auf andere Weise zu definieren. Nehmen wir einmal an, dies gelingt uns tatséchlich.
Dann konnen wir das folgende Experiment durchfiihren:

Wir besorgen uns 2 Rechner und installieren auf dem einen Rechner das Pro-
gramm SEMI_DECIDE_H, und auf dem anderen Rechner wird SEMI_DECIDE.H in-
stalliert. Fiir beliebige n,m € N starten wir dann SEMI DECIDE H mit Eingabe
7%(n,m) auf Rechner 1 und SEMI DECIDE H mit der gleichen Eingabe auf Rech-
ner 2. Gilt 7%(n,m) € H, so hilt Rechner 1 nach endlicher Zeit mit Ergebnis 1.
Gilt jedoch 72(n,m) ¢ H, so hilt Rechner 2 nach endlicher Zeit mit Ergeb-
nis 1. Wir bekommen so immer in endlicher Zeit eine korrekte Antwort fiir das
Halteproblem und haben damit doch noch ein Entscheidungsverfahren fiir das
Halteproblem gefunden. Da dies im Widerspruch zu Satz 7.2 steht, gibt es entwe-
der kein Programm SEMI_DECIDE H (als semi-Entscheidungsverfahren fiir H) oder
kein Programm SEMI_DECIDE_H (als semi-Entscheidungsverfahren fiir H). Da wir
jedoch mit Satz 7.11 die Existenz von SEMI_DECIDE_H nachgewiesen haben, kann
es kein Programm SEMI_DECIDE_H als semi-Entscheidungsverfahren fiir H geben,
und folglich ist H nicht semi-entscheidbar.

Nun kann man an der Argumentationsweise kritisieren, dafl wir bislang immer
nur einen Rechner betrachtet haben, wenn wir die Berechenbarkeit einer Funk-
tion bzw. die Entscheidbarkeit eines Problems untersucht haben. In Abschnitt
8.3 werden wir daher ohne Riickgriff auf mehrere Rechner beweisen, da$ H nicht
semi-entscheidbar ist.
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8. SCHRITTFUNKTIONEN

8.1. Die Schrittfunktion eines P-Programms

Das Experiment vom Ende des letzten Abschnitts kann man auch mit einem einzi-
gen Rechner durchfiithren. Wenn dieser Rechner ein Betriebssystem besitzt, mit
dem mehrere Prozesse verwaltet werden koénnen, so starten wir SEMI_DECIDE_H
und SEMI_DECIDEH jeweils als einen eigenen Prozefl. Das Betriebssystem kon-
figurieren wir so, dafl jedem der beiden Prozesse immer abwechselnd eine feste
Prozessorzeit zugeordnet wird. Mit dieser Vorgehensweise erhalten wir dann das
gleiche Resultat wie zuvor.

Die Grundidee ist hier also, daf§ die Programme SEMI_DECIDE H und SEMI -
DECIDE_H Schritt fiir Schritt “verzahnt” abgearbeitet werden. Dies ist erforder-
lich, denn wir konnen ja nicht die Programme hintereinander ausfiihren, also etwa
zuerst SEMI_DECIDE H und dann SEMI_DECIDE H. Gilt bei dieser Programmreihen-
folge 72(n,m) € H, so hilt SEMI_DECIDE_H nicht, und SEMI_DECIDE H wird nie
aufgerufen, um 72(n, m) € H festzustellen.

Die Prozessorzeit, die wir im Beispiel jedem der beiden Prozesse abwechselnd
zugeordnet haben, modellieren wir formal mit der Anzahl der Schritte, die bei
Abarbeitung eines Programms erlaubt sind. Jedes Programm wird ja von einem
Rechner “Schritt fiir Schritt” abgearbeitet. Auf der untersten Maschinenebene
besteht ein “Schritt” aus dem fetchédexecute-Zyklus des Prozessors, bei dem das-
jenige Bitwort, auf das der Befehlszdhler verweist, aus dem Speicher gelesen, ein
Maschinenbefehl geméfl dem gelesenen Bitwort ausgefiihrt und abschliefend der
Befehlszéhler verdndert wird, bevor der néichste fetchélerecute-Zyklus beginnt.

Man kann einen Abarbeitungsschritt auch auf der Ebene einer hoheren Pro-
grammiersprache — wie etwa P — definieren, indem man abstrakt die Interpreta-
tionskosten eines Programms definiert. Damit kann man dann die Abarbeitung
eines Programms durch Angabe einer Laufzeitbeschrinkung, d.h. durch Angabe
einer maximal erlaubten Schrittanzahl kontrollieren, und so eine beschrdnkte Aus-
fiihrung von Programmanweisungen implementieren. Dabei ist ein realistisches
Kostenmaf} fiir unsere Zwecke unerheblich: Da lediglich die Terminierung von
Programmausfithrungen sichergestellt werden mufl und nicht-Terminierung nur
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bei Ausfithrung von while-Schleifen auftreten kann, reicht es hier die Anzahl der
Ausfiithrungen von Schleifenriimpfen zu begrenzen.
Wir realisieren diese Idee durch Angabe einer totalen Funktion

step : N x 28N ¢ statementsp — N

mit der die Kosten bei Ausfilhrung von Programmanweisungen bestimmt wer-
den: Fiir step(b, Mp,STA) erhélt man 0 als Ergebnis, falls die initial vorgegebene
Laufzeitbeschrankung b nicht ausreicht, um die Programmanweisung STA unter
der Speicherbelegung Mp durch eval auszuwerten. Andernfalls ist die nach Abar-
beitung von STA verbleibende Restschrittzahl das Ergebnis von step(b, Mp, STA),
und es gilt dann b > step(b, Mp,STA) > 0. Da in diesem Fall garantiert ist,
daBl die gegebene Laufzeitbeschrinkung b ausreicht um die Programmanweisung
STA durch eval auszufiihren, ist diese Programmausfithrung unkritisch, denn eine
nicht-terminierende Abarbeitung von STA ist dann ausgeschlossen.

Definition 8.1. (Schrittzdhlfunktion step)
Die Schrittzahlfunktion

2N><N

step : N X X statementsp — N

fiir Programmanweisungen in P unter einer Laufzeitbeschrinkung b € N und einer
Speicherbelegung Mp C N x N ist definiert durch:

(s1) step(0, Mp,STA) := 0,
(s2) step(b+ 1, Mp,SKIP) :=b+ 1,
(s3) step(b+ 1, Mp,x := EXPR) := b+ 1,
(s4) step(b+ 1, Mp,if EXPR then STA1 else STA2 end_if)
step(b+ 1, Mp,STA1), falls value(Mp,EXPR) > 0
step(b+ 1, Mp, STA2), falls value(Mp,EXPR) = 0,
(s5) step(b+ 1, Mp,STAL1; STA2) :=
:= step(step(b+ 1, Mp,STA1), eval(Mp, STAL),STA2),

(s6) step(b+ 1, Mp,while EXPR do STA end_while)
b+ 1, falls value(Mp,EXPR) = 0,
:= ¢ step(step(b, Mp,STA),
eval(Mp, STA), , andernfalls
while EXPR do STA end_while) . |
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Die beschrankte Ausfithrung von Programmanweisungen unterscheidet sich
von der unbeschrinkten Form also lediglich darin, dal die Verarbeitung durch
(s1) abbricht, da dann die vorgegebene Schrittanzahl erschopft ist. Der folgende
Satz illustriert den Zusammenhang zwischen beschrinkter und unbeschréankter
Abarbeitung von P-Programmen:

Satz 8.2. Fiir alle P € P, STA € statementsp, Mp € 2"N und alle b € N gilt:

1. eval(Mp,STA) # L ~ 3bg € N Vb > by. step(b, Mp,STA) > 0

2. step(b, Mp,STA) > 0 ~ eval(Mp,STA) # L .
Beweis. Durch strukturelle Induktion iiber STA. m

Mit Satz 8.2(1) gibt es fiir jede unbeschriankte Ausfithrung einer Programm-
anweisung STA mit Ergebnis M} # L eine Laufzeitbeschriankung by, so da8
step(b, Mp, STA) mit jeder Laufzeitbeschrankung > by erfolgreich ist. Umgekehrt
gilt mit (2), dal mit step(b, Mp,STA) > 0 die Abarbeitung von STA durch eval
gelingt.

Mit Satz 8.2(1) folgt insbesondere, dafl step monoton ist:

Korollar 8.3. (Monotonie von step)
Fiir alle P € P, STA € statementsp, Mp € 2N und alle b,b' € N mit b > U/ gilt

step(b, Mp,STA) > step(V', Mp, STA). [

Mit Hilfe der beschrankten Abarbeitung kénnen wir jetzt fiir jedes Programm
P € P k| eine Funktion definieren, die fiir beliebige Argumente ny, ..., n; und
eine Laufzeitbeschrankung b angibt, ob die Berechnung von [P](ng,...,nx) mit
weniger als b Schritten gelingt:

Definition 8.4. (Schrittfunktion eines P-Programms)
Fiir ein P-Programm

procedure P(x,...,x;) <=
begin var y,,...,y,; STA; return(y) end

ist die durch P berechnete Schrittfunktion [PSTFF] : N*1 — N definiert durch

[PSTEP] (b, ny, . .. i) := step(b, MS™™) STA) . W
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Satz 8.5. Fiir alle ny,...,n; € N gilt:
1. (Vb e N. [PSTEP(b,nq, ..., ny) = 0) ~ [P](na,...,n) = L, und
2. [P)(na,...,n) = L~ (Vb e N. [PSTEP](b,ny,...,ny) = 0).
Beweis. Mit Satz 8.2. m

Mit Satz 8.5(1) scheitert die Berechnung von [[P]|(n4, ..., n), falls die Schritt-
funktion fiir jede Laufzeitbeschréinkung als Ergebnis 0 liefert. Umgekehrt gilt mit
(2), daB8 die Schrittfunktion fiir jede Laufzeitbeschrankung 0 berechnet, falls die
Berechnung von [[P]/(ny,...,n) erfolglos ist. Als Kontraposition von Satz 8.5
erhélt man

V. [P)(n,...,ng) # L ~3Fbe N [PTEF](b,ny,...,ni) >0, und
2. (I e N. [PSTEP(b,ny,...,ng) > 0) ~ [P](nq, ... ) # L.

Mit (1) findet man fir jede erfolgreiche Berechnung von [P](n4, ..., n) eine
Laufzeitbeschréankung b, so dafl die Schrittfunktion ein Ergebnis > 0 liefert. Umge-
kehrt gilt mit (2’), daBl die Berechnung von [P]/(n4, ..., ny) erfolgreich ist, falls die
Schrittfunktion fiir irgendeine Laufzeitbeschrinkung ein Ergebnis > 0 berechnet.

In Abschnitt 11.7 werden wir zeigen, da [P5TPF] allein durch ein loop-
Programm — das ist ein P-Programm in dem while-Anweisungen nur in der Art
von for-Schleifen verwendet werden — implementiert werden kann.

8.2. Die universelle Schrittfunktion

Genauso, wie wir fiir jedes P-Programm P die Funktion [P] mittels der uni-
versellen Funktion up berechnen konnen, vgl. Kapitel 6, konnen wir die Schritt-
funktion [PSTEF] von P universell berechnen. Wir definieren daher:

Definition 8.6. (Universelle Schrittfunktion)
Die universelle Schrittfunktion sp : N — N ist gegeben durch

0, falls i ¢ 4P

SP(T‘-3(i7 b’ TL)) =
[PSTEP|(b,n), falls i = tP . W
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Mit der Funktion sp kann die Schrittfunktion eines jeden Programms P dar-
gestellt werden. Man erhélt

sp(T*(:P,b, ) = [PSTE7] (b, m) (8.1)
und fiir die Prozedur

procedure P(x) <=
begin var y,,...,y,; STA; return(y) end

mit Definition 8.4 dann
sp(7(5P,b,n)) = step(b, MY, STA) . (8.2)

Um sp(7m3(4,b,m)) zu berechnen, muf zuerst festgestellt werden, ob i € P
gilt.! Dies gelingt mit der P-berechenbaren Funktion {7 vgl. Satz 4.13. Fiir i ¢ 1P
ist 0 das Ergebnis der Berechnung. Andernfalls gilt ¢ = P fiir ein P € P und
man erhélt sp(73(i,b,n)), indem aus §P das P-Programm P gebildet, also der
Programmkode P mittels 17! in das P-Programm P dekodiert, und dann P auf
n angewendet wird. Bei der Abarbeitung von P wird jedoch (im Unterschied
zur Interpretation mit der universellen Funktion up) die Laufzeitbeschrankung b
beriicksichtigt. Ist die Berechnung beendet — was aufgrund der Laufzeitbeschran-
kung immer eintritt — wird abschlieend iiberpriift, ob der Abbruch der Berech-
nung aufgrund der Laufzeitbeschrénkung erfolgte. In diesem Fall ist das Ergebnis
0, und andernfalls &’ > 0, vgl. (8.2).

Damit ist sp P-berechenbar und folglich diirfen wir die Existenz eines P[1]-
Programms STEP mit

sp(m) = [STEP]/(mn) (8.3)

annehmen, fiir das [STEP](7*(4P,b,n)) = [PSTEP](b,n) gilt. Das P-Programm
STEP {iberpriift bei Eingabe m mittels 17, ob m$(m) der Kode eines P-Programms
P ist. Im positiven Fall wird dann P mit 73(m) als Eingabe unter der Laufzeitbe-
schrinkung 73 (m) ausgefiihrt. Fiir 72(m) ¢ §P hélt STEP sofort mit 0 als Ergebnis.

! Den Nachweis, dafl s P-berechenbar ist, fithren wir — wie schon zuvor bei der universellen
Funktion u — nur informell. Wir verzichten auf einen streng formalen Beweis, da dies hier einen
zu grofen beweistechnischen Aufwand erfordert.
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procedure DECIDE M(x) <=
begin var b,continue,res;
b:=1; continue :=1;
while continue do
if STEP(PAIR?’(hSEMI_DECIDE_M,b,x))
then res := SEMI_DECIDE M(x);
continue := 0
else if STEP(PAIR®(§SEMI_DECIDE M,b,x))
then res := —SEMI_DECIDE M(x);
continue := 0
else b := SUCC(Db)
end if
end_if
end_while;
return(res)
end

Abbildung 8.1: Zum Beweis von Satz 8.7 — Ein Entscheidungsverfahren fiir M

8.3. Schrittweise Abarbeitung von P-Programmen

Mit der Prozedur STEP konnen wir die “verzahnte” Abarbeitung mehrerer P-Pro-
gramme P, ..., P;, die in Form von Daten gP;, ..., §P; vorliegen, kontrollieren,
indem wir diese Programme schrittweise abarbeiten. Damit steht uns jetzt eine
Beweistechnik zur Verfiigung, mit der wir — ohne Riickgriff auf mehrere Rechner
oder die Vorstellung eines Betriebssystems mit time sharing — nachweisen konnen,
daB das Komplement H des Halteproblems H nicht semi-entscheidbar ist.

Um dies zu beweisen zeigen wir zunéchst, dal jedes semi-entscheidbare Pro-
blem genau dann entscheidbar ist, wenn dessen Komplementérproblem ebenfalls
semi-entscheidbar ist:

Satz 8.7. M ist genau dann entscheidbar, wenn M und M semi-entscheidbar
sind.

Beweis. “=>" Folgt mit Satz 7.6 und Satz 7.9.

“<=" Seien SEMI_DECIDE M und SEMI DECIDE M semi-Entscheidungsverfahren
fiir M und M. Fiir die Prozedur DECIDEM € P aus Abbildung 8.1 muf einer
der beiden Prozeduraufrufe SEMI_DECIDE M(m) oder SEMI_DECIDEM(m) auf je-
den Fall halten da, entweder m € M oder m € M gilt. Zur Berechnung von
SEMI DECIDE M(m) oder SEMI DECIDE M(m) werden b,, Schritte benétigt, wobei
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b,, nicht von vornherein bekannt ist. Da die Laufzeitbeschrankung b in der Schlei-
fe nach b,,, Schleifendurchldufen den Wert b,,, + 1 erhélt, verlauft einer der beiden
Tests STEP(PAIR®(§SEMI DECIDE M, b, m)) = 1 und STEP(PAIR®(3SEMI _DECIDE M, b,
m)) = 1 im by, +1-ten Schleifendurchlauf positiv. Damit wird die Schleife beendet,
und fiir DECIDE_M(m) erhélt man damit

[SEMI_DECIDEM]|(m) , falls [SEMI_DECIDEM[|(m) # L
[DECIDEM](m) =
—[[SEMI_DECIDE M]|(m) , falls [SEMI_DECIDE M](m) # L .

Fiir m € M gilt [SEMI_.DECIDE.M]|(m) = 1 und damit [DECIDEM](m) = 1. Fiir
m ¢ M gilt [SEMI_DECIDE M](m) = 1 und damit [DECIDE M]J(m) = 0. Also gilt

1 ,fallsme M
[[DECIDE_M]] (m) =
0 ,fallsmé¢ M,

d.h. DECIDEM ist ein Entscheidungsverfahren fiir M.?> m

Entscheidend im Beweis von Satz 8.7 ist die Verwendung der Prozedur STEP.?
Da weder fiir SEMI_DECIDE M noch fiir SEMI_DECIDE M garantiert ist, dafl diese Pro-
zeduren halten, miissen wir die Ausfithrung dieser Prozeduren geeignet kontrol-
lieren: Gilt STEP(PAIR®(5SEMI_DECIDEM, b, m)) = 1 so hiilt SEMI_DECIDE_M(m) mit
Satz 8.5(2), und wir kénnen das Ergebnis fiir DECIDE_M(m) aus dem Ergebnis von
SEMI_DECIDE M(m) bilden. Andernfalls testen wir, ob STEP(PAIR®(3SEMI_DECIDE.M,
b, m)) = 1 gilt. Im positiven Fall hilt dann SEMI_DECIDE M(m), und wir bilden das
Ergebnis fiir DECIDE_M(m) aus dem Ergebnis von SEMI_DECIDE M(m). Gilt jedoch
weder STEP(PAIR®(§SEMI_DECIDE.M, b, m)) = 1 noch STEP(PAIR3(ZSEMI_DECIDE.N,
b, m)) = 1, so erhthen wir die erlaubte Laufzeitbeschriankung b, um dann an-
schliefend die Tests mit dem erhdhten Schrittzédhler durchzufiihren.

Mit Satz 8.7 kénnen wir jetzt beweisen, dal H tatsichlich nicht semi-ent-
scheidbar ist:

Korollar 8.8. H ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis. Angenommen, H sei semi-entscheidbar. Da H semi-entscheidbar ist,
vgl. Satz 7.11, folgt mit Satz 8.7, dafl H entscheidbar ist, also ein Widerspruch zu
Satz 7.2. Folglich ist H nicht semi-entscheidbar. m

2 Die Initialisierung “b:= 1”7 der Laufzeitbeschrinkung b und deren Erhohung “b:=
SUCC(b)” in der Prozedur DECIDE.M aus Abbildung 8.1 sind willkiirlich. Man kann genausogut
“b:=n1” und “b:= b+ ny” fiir beliebige ni,ny > 0 verwenden.

3 In der englischsprachigen Literatur wird die Beweistechnik der “verzahnten” Abarbeitung
von Programmen auch als “dovetailing” bezeichnet.
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procedure PSI(x) <=
begin var b,continue,res,y,z;
b:=1; continue :=1;
y:= PAIRZ(x); z:= PAIRZ(x)
while continue do
if STEP(PAIR®*(jSIGMA,b,z))
then res := SIGMA(z);
continue := 0
else if STEP(PAIR?(y,b,y))
then res := THETA(z
continue := 0
else b := SUCC(Db)
end_if
end_if
end_while;
return(res)
end .

)s

Abbildung 8.2: Die Prozedur PSI fiir Beispiel 8.10

Genauso zeigt man:
Korollar 8.9. S ist nicht semi-entscheidbar.
Wir illustrieren die Verwendung von STEP mit einem weiteren Beispiel:

Beispiel 8.10. Seien 6,0 : N+ N beliebige berechenbare Funktionen und sei
¥ : N +— N definiert durch

0(z) , falls p,(y) # L

o(z) , falls p,(y) = L .

U(*(y, 2)) =

Dann ist ¢ i.A. nicht berechenbar, denn fiir 6(z) = 1 und o(z) = 0 (fiir alle
z € N) wiirde beispielsweise xs(y) = ¥(n%(y,2)) fiir alle y,z € N gelten, und
mit der Berechenbarkeit von 1) wére das Selbstanwendbarkeitsproblem S dann im
Widerspruch zu Satz 7.3 entscheidbar. Das Problem besteht offensichtlich darin,
dafi mit der Unentscheidbarkeit von ¢,(y) =L bei Berechnung von ¢ (m?(y, z))
nicht zwischen 0(z) und o(z) ausgewédhlt werden kann.

Angenommen, 0 ist eine Erweiterung von o, d.h. es gilt o(z) = L oder o(z) =
(=) fiir alle z € N. Obwohl ¢,(y) =L nicht entscheidbar ist, kénnen wir jetzt
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(7%(y, 2)) doch berechnen: Seien SIGMA, THETA, PSI € P-Prozeduren mit [SIGMA]
= 0, [THETA] = 0 und PSI definiert wie in Abbildung 8.2. Wir zeigen, daf3 [PSI] =
Y gilt, und damit, dafl 1) berechenbar ist:

Angenommen, es gilt ¢,(y) # L: Dann gilt STEP(PAIR®(y,k,y)) = 1 fiir ein
k € N. Nehmen wir weiter an, da3 STEP(PAIR?(ySIGMA, h,z)) = 1 fiir ein h < k gilt.
Man erhiélt [PSI](7%(y, 2)) = o(z) und o(z) = 0(z), also [PSI](7%(y,z)) = 0(z),
denn mit STEP(PAIR®(§SIGMA, h, z)) = 1 gilt o(z) # L. Also gilt [PSI](72(y, 2)) =
Y(m*(y, 2)). Andernfalls gilt STEP(PAIR®(KSIGMA,h,z)) = 0 fiir alle h < k, und
man erhiilt [PSI](72(y, 2)) = 0(2) = ¥(7?(y, 2)).

Nehmen wir jetzt an, dafl ¢, (y) = L gilt. Dann gilt auch STEP(PAIR?*(y, k,y)) =
0 fiir alle k € N. Nehmen wir weiter an, dal STEP(PAIR®*(§SIGMA, h,z)) = 1 fiir
ein h € N gilt. Man erhilt [PSI](72(y, 2)) = o(z) = ¥(7*(y, 2)). Andernfalls gilt
STEP(PAIR3(§SIGMA,h,z)) = 0 fiir alle h € N, und man erhélt [PSI]|(72(y, 2)) = L=
o(z) = ¥(7?(y, 2)), denn mit STEP(PAIR®(SIGMA,h, z)) = 0 (fiir alle h € N) gilt
o(z) =1. |
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9. REKURSIVE AUFZAHLBARKEIT

9.1. Aufzidhlungsverfahren

Ein semi-Entscheidungsverfahren SEMI_DECIDE M € P implementiert ein akzep-
tierendes Erkennungsprinzip fiir eine Menge M C N: Fiir m € N erhalten wir im-
mer eine positive Antwort, d.h. 1, falls m € M, und (vielleicht) manchmal auch
eine negative Antwort, also 0, falls m ¢ M. Diesem Erkennungsprinzip stellen
wir ein generatives Prinzip gegeniiber: Wenn man die Elemente einer Menge M
systematisch erzeugen kann, so kann man aus solch einem Erzeugungsverfahren
in einfacher Weise ein semi-Entscheidungsverfahren bilden. Den Begriff “systema-
tisch erzeugen” erfassen wir formal mit dem Begriff der rekursiven Aufzihlbarkeit:

Definition 9.1. (Rekursive Aufzdhlbarkeit )
Eine Menge M C N ist genau dann rekursiv aufzéhlbar, falls M = () oder andern-
falls eine totale Funktion ay : N — M existiert, so daB gilt:

1. ap(N) = M, d.h. apy ist surjektiv, und

2. gy ist berechenbar.

FEine Funktion ay : N — N, fiir die (1) und (2) gilt, wird eine Aufzdhlungs-
funktion von M genannt. Ein P-Programm PROG mit ay; = [PROG]| heift ein
Aufzédhlungsverfahren fiir M. |

Jede rekursiv aufzéhlbare Menge ist auch semi-entscheidbar: Fiir ein m € N
mufl man nur alle Elemente von M Schritt fiir Schritt erzeugen, also M aufzdihlen,
und nach jedem Aufzéhlungsschritt iiberpriifen, ob das zuletzt erzeugte Element
identisch m ist. Verlduft der Test positiv, so halt man mit positiver Antwort
(also 1) an, denn dann gilt ja m € M. Fiir m € M muf} das Verfahren in jedem
Fall halten, denn mit der Surjektivitdt der Aufzdhlungsfunktion wird m nach
endlich vielen Schritten erzeugt.
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Satz 9.2. Wenn M C N rekursiv aufzéhlbar ist, so ist M semi-entscheidbar.

Beweis. Wenn M = (), so gilt X,y = [CYCLE,], d.h. CYCLE; € P ist ein
semi-Entscheidungsverfahren fiir M.! Andernfalls gibt es ein Aufzihlungsverfah-
ren ENUMERATE M € P fiir M. Fiir das Programm SEMI_DECIDE M € P mit

procedure SEMI_DECIDE M(x) <=
begin var i, res;
while ENUMERATE M(i) # x do i := SUCC(i) end_while;

res =1;
return(res)
end

gilt

1, falls [ENUMERATE M]|(¢) # m fiir allei € N
[SEMI_DECIDEM](m) =
1, falls [ENUMERATE M||(i) = m fiir eini € N .

Da ENUMERATE M ein Aufzédhlungsverfahren fiir M ist, gilt [ENUMERATE M]|(N) = M,
und damit gibt es fiir jedes m € M ein (kleinstes) i € N mit ENUMERATE M(7) = m.
Fiir m € M bricht die Schleife in SEMI_DECIDE M also nach ¢ Schleifendurchldufen
ab, und man erhélt das Ergebnis 1. Gilt dagegen m ¢ M, so bricht die Schleife
nie ab und SEMI_DECIDE M(m) hélt nicht. Damit gilt

1 fallsm¢ M
[SEMI_DECIDEM] (1) =
1 ,fallsme M,

und folglich X5 = [SEMI_DECIDEM]. Damit ist M semi-entscheidbar. m

Rekursive Aufzéahlbarkeit ist nicht nur hinreichend fiir semi-Entscheidbarkeit,
sondern auch notwendig, d.h. aus der semi-Entscheidbarkeit einer Menge M folgt
auch deren rekursive Aufzdhlbarkeit. Zum Beweis konstruieren wir aus einem
semi-Entscheidungsverfahren SEMI_DECIDEM fiir M eine Prozedur ENUMERATE_M
fiir M, die eine Aufzéhlungsfunktion «y, fiir M implementiert. Zur Konstruktion
benotigen wir die Paar-Funktion sowie die universelle Schrittfunktion:

Mittels der Paar-Funktion interpretieren wir ein ¢ € N als ein Paar (b, m) € Nx
N, d.h. i = 72(b,m), und iiberpriifen mittels SEMI_DECIDE_M unter der Laufzeitbe-
schrankung b, ob m € M gilt. Im positiven Fall definieren wir a, (i) := m. An-
dernfalls wurde entweder m ¢ M durch SEMI_DECIDE M festgestellt oder aber die

1 Anstatt CYCLE; kann man natiirlich auch eine P-Prozedur wie procedure ZERO(x) <=
begin var y; y:=0; return(y) end verwenden, fiir die dann s 2 [ZERO] gilt.
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procedure ENUMERATE M(i) <=
begin var b, element, res;
b := PAIR?(i);
element := PAIR3(i);
res :=mo;
if STEP(PAIR®(HSEMI_DECIDE.M,b,element))
then if SEMI DECIDE M(element) then res := element end_if
end_if;
return(res)
end

Abbildung 9.1: Die Prozedur ENUMERATE M zum Beweis von Satz 9.3

Ausfithrung von SEMI_DECIDE M mit Eingabe m scheiterte an der Laufzeitbeschréin-
kung b. In diesen Féllen definieren wir a (i) := mg, wobei my € M beliebig aber
fest gewahlt ist. Damit gilt aps(i) € M in jedem Fall, d.h. das implementierte
Verfahren ENUMERATE M ist korrekt.

Da fiir jedes m € M ein b,, € N existiert, so dal SEMI_DECIDE M in b,, Schritten
“m € M” feststellen kann, gilt m = ap(7*(by, + 1,m)). Damit ist ay, surjektiv,
und folglich ist das implementierte Verfahren ENUMERATE M auch wvollstandig.

Satz 9.3. Wenn M C N semi-entscheidbar ist, so ist M rekursiv aufzéhlbar.

Beweis. Fiir M = () ist die Behauptung trivialerweise wahr. Andernfalls
koénnen wir ein beliebiges Element my € M wéhlen. Da M semi-entscheidbar
ist, gibt es ein semi-Entscheidungsverfahren SEMI_DECIDE M € P [1] fiir M. Fiir
die Prozedur ENUMERATE M € P [1] aus Abbildung 9.1 hilt die Ausfiihrung von
ENUMERATE_M(:) fiir beliebiges i € N, denn die Ausfiihrung von STEP(PAIR®(5SEMI_
DECIDE.M, b, element)) hélt immer und SEMI_DECIDE M(element) wird nur dann
ausgefiihrt, wenn ein Ergebnis in weniger als b Schritten berechnet werden kann.

Weiter gilt [ENUMERATEM](i) € M, denn fiir [ENUMERATE M| (i) = m gilt ent-
weder m = mg € M oder [SEMI_DECIDEM[|(m) = 1, und damit ebenfalls m €
M. Also ist [ENUMERATEM]] : N — N eine totale berechenbare Funktion mit
[ENUMERATE M](N) C M.

Es ist jetzt noch zu zeigen, dafi [ENUMERATE M||(N) = M gilt. D.h. wir zeigen,
daB fiir jedes m € M ein i € N mit [ENUMERATE M[|(i) = m existiert: Fiir jedes
m € M gilt [SEMI_DECIDEM]|(m) = 1, und folglich liefert SEMI_DECIDE M(m) nach
endlich vielen, also etwa b,, Schritten, das Ergebnis 1. Fiir i := m2(b,, + 1,m)
erhélt man [ENUMERATE M] () = m, denn mit [PAIR?]] = 7? und [PAIRZ] = =2 gilt
b =b,, + 1 und element = m.
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Folglich gilt [STEP](PAIR®(;SEMI_DECIDEM, b, + 1,m)) = [SEMI_DECIDE M[|(m)
= 1 und damit [ENUMERATEM](i) = 72(i) = 7m2(72(b, + 1,m)) = m. Also ist
ENUMERATE M ein Aufzédhlungsverfahren fiir M, d.h. M ist rekursiv aufzdhlbar. m

Korollar 9.4. M C N ist genau dann semi-entscheidbar, wenn M rekursiv aufzéhl-
bar ist.
Beweis. Offensichtlich mit Satz 9.2 und Satz 9.3. m

Semi-Entscheidbarkeit und rekursive Aufzéahlbarkeit sind also dquivalente Be-
griffe, die lediglich unterschiedlich definiert sind. Wir machen uns dies zunutze,
indem wir bei den weiteren Untersuchungen jeweils denjenigen Begriff wihlen,
dessen Definition fiir uns am bequemsten ist.

Bemerkung 9.5. Mit der Beweisidee von Satz 9.2 iiberlegt man sich leicht, dafl
jede Menge M, deren Elemente durch Herleitung mittels eines endlichen Regelsy-
stems definiert sind, semi-entscheidbar ist.> Man erzeugt dazu die Elemente von
M in systematischer Weise, etwa indem die Regelanwendungen durch eine Brei-
tensuche organisiert werden, und vergleicht die erzeugten Elemente jeweils mit
demjenigen m, fiir dal “m € M 7?7 iiberpriift werden soll. Gilt m € M, so wird
m auf diese Weise nach endlicher Zeit erzeugt, so dafl man ein positives Ergebnis
erhélt. Fiir m ¢ M mufl das Erzeugungsverfahren dagegen nicht terminieren. Bei-
spielsweise folgt so, daf3 die Menge der allgemeingiiltigen préadikatenlogischen For-
meln semi-entscheidbar ist, denn aufgrund der Vollstdndigkeit der Pridikatenlogik
1. Stufe, ist jede allgemeingiiltige Formel durch einen préadikatenlogischen Kalkiil
herleitbar. Weitere Beispiele sind Wortmengen, die durch generative Grammatiken
(Chomsky-Grammatiken) definiert werden.

Mittels rekursiver Aufzihlbarkeit kann man zeigen, dafl jede unendliche, rekur-
siv aufzdhlbare Menge eine unendliche, entscheidbare Teilmenge enthélt. Zum Be-
weis benotigen wir den Begrift aufsteigend rekursiv aufzdhlbar. Damit ist gemeint,
da die Aufzdhlungsfunktion aj; einer Menge M monoton ist, also i < j
anr(i) < apr(j) fiir alle i, j € N gilt. Folgende Uberlegung zeigt, daf8 aufsteigend
rekursiv aufzdhlbare Mengen entscheidbar sind: Wie in Satz 9.2 erzeugen wir
mittels der Aufzdhlungsfunktion ay; systematisch die Elemente von M und ver-
gleichen diese mit x € N. Fiir ap(i) = z gilt * € M, die Suche kann also mit
positivem Ergebnis beendet werden. Andernfalls priifen wir, ob ay,(i) > = gilt.

2 Die Endlichkeit eines Regelsystems, oder priziser die lokale Endlichkeit (engl. locally fi-
nite), garantiert, dafl auf jedes erzeugte Element nur endlich viele Regelanwendungen moglich
sind. Damit erhélt man einen Suchbaum mit endlichem Verzweigungsgrad. Andernfalls konnte
Breitensuche nicht erfolgreich sein.
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Ist dies der Fall, so kann z nicht in «ay(N) enthalten sein, denn aufgrund der
Monotonie von «ay, gilt dann ay,(j) > « fiir alle j > i. Die Suche kann also mit
negativem Ergebnis abgebrochen werden. Ansonsten muf§ weiter gesucht werden.
Die Suche endet jedoch nach endlich vielen Schritten, denn wegen der Monotonie
von ayy gilt nach endlich vielen Schritten (i) > x.

Satz 9.6. M C N ist entscheidbar, falls M aufsteigend rekursiv aufzédhlbar ist.
Beweis. Fiir M = () gilt x(n) = 0 fiir alle n € N. Damit ist M entscheidbar,

denn s ist trivialerweise berechenbar. Andernfalls gibt es ein monotones Auf-

zéhlungsverfahren ENUMERATE M € P fiir M. Fiir das Programm DECIDEM € P

mit
procedure DECIDE M(x) <=

begin var i, res;
while ENUMERATE M(i) < x do i := SUCC(i) end_while;
if ENUMERATE M(i) = x then res := 1 end_if;
return(res)

end

gilt

0 , falls [ENUMERATE M| (i) # m fiir allei € N
[DECIDEM]|(m) =
1 , falls [ENUMERATE M| (i) = m fiir eini € N .

Da ENUMERATEM ein Aufzidhlungsverfahren fiir M ist, gilt [ENUMERATE M](N) =
M, und damit gibt es fiir jedes m € M ein (kleinstes) i € N mit ENUMERATE M(i) =
m. Fiir m € M bricht die Schleife in DECIDEM also nach i Schleifendurchlédufen
ab, und man erhélt das Ergebnis 1. Fiir m ¢ M gilt [ENUMERATE M| (j) > m fiir
ein (kleinstes) j € N aufgrund der Monotonie von [ENUMERATE_M]|. Also bricht die
Schleife dann nach j Schritten ab, und man erhélt das Ergebnis 0. Damit gilt

0 ,fallsm¢ M
[DECIDEM](m) =
1 ,fallsme M,

und folglich x; = [DECIDEM]. Damit ist M entscheidbar. m

Bemerkung 9.7. Ein praktisches Beispiel fiir die Anwendung von Satz 9.6 ist
der Nachweis der Entscheidbarkeit von kontext-sensitiven Sprachen (= Typ-1
Sprachen). Hier gilt, dal ein Wort aufgrund der Lidngenbeschrinkung der Gram-
matikregeln innerhalb einer (durch das Wort gegebenen) Suchtiefe herleitbar sein
mufB. Wird also ein Wort m nicht innerhalb dieser Suchtiefe gefunden, so ist
m € M (fiir die Typ-1 Sprache M ) nachgewiesen.
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Die Existenz einer unendlichen, entscheidbaren Teilmenge einer unendlichen,
rekursiv aufzéhlbaren Menge M zeigen wir jetzt folgendermaflen: Aus einem Auf-
zahlungsverfahren o, von M bilden wir eine berechenbare Funktion f: N — M,
so dafl 8 monoton ist. Damit ist S(N) sowohl unendlich als auch aufsteigend
rekursiv aufzéhlbar, also mit Satz 9.6 auch entscheidbar.

Satz 9.8. Sei M C N unendlich und rekursiv aufzdhlbar. Dann enthéalt M eine
unendliche entscheidbare Menge.

Beweis. Sei «y; eine Aufzihlungsfunktion fiir M und sei ALPHAM € P mit
[ALPHAM]| = aps. Wie definieren das P-Programm BETA durch

procedure BETA(i) <=
begin var j, k, b;
b := ALPHA M(0);
whilek < i
do if b < ALPHA M(j)
thenk:=k+1;
b := ALPHA M(j);
end_if;
j=j+1
end while;
return(b)
end

Angenommen, es gibt ein i € N so daBi < j ~ ay(i) > ap(j) fiir alle j € N.
Dann enthélt M hochstens i + (aps(i) — 1) Elemente und ist somit endlich. ¥
Also gibt es fiir jedes i € N ein j € N, so daB (*) i < j A ap(i) < ap(j) gilt.
Sei ng := 0 sowie ngy1 = min{j € N | ng < jAan(ng) < ap(j)}. Wegen (¥)
ist ng wohldefiniert, und es gilt apr(ny) < apr(ngsq) fiir alle k € N. Folglich ist
p : N —M defininiert durch (i) := an(n;) monoton. Fiir die while-Anweisung
der Prozedur BETA gilt die Schleifeninvariante

{b:=apn(ng)}
whilek < i do ... endwhile (9.1)
{b:=ap(n)}

denn fiir k = h und b = ap(ny,) vor Ausfiihrung des Schleifenrumpfs erhélt man
nach dessen Ausfithrung k = h+ 1 und b = ay(np41), falls b < ALPHAM(j), und
k = h und b = ayy(ny) andernfalls. Da der Wert der Programmvariablen j bei
jeder Ausfiihrung des Schleifenrumpfs erhéht wird, terminiert die while-Schleife
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wegen (*). Dann gilt k = i und folglich b = ay(ny) = ap(n;) = B(i). Also gilt
[ = [BETA], somit ist 5(N) mittels 8 aufsteigend rekursiv aufzihlbar und mit
Satz 9.6 entscheidbar. Schlieflich ist 3(N) unendlich, denn [ ist monoton. m

Beispiel 9.9. (Entscheidbare Teilmengen rekursiv aufzihlbarer Mengen)

1. Sei Py die Menge aller P-Programme, in denen keine Schleifenanweisun-
gen vorkommen. Fiir Sy := §Py gilt So C S fiir das rekursiv aufzihlbare
Selbstanwendungsproblem S sowie |Sy| = oo, denn es gibt unendlich viele
schleifenlose P-Programme. Da algorithmisch festgestellt werden kann, ob
ein P-Programm while-Schleifen enthélt, ist Sy entscheidbar.

2. Die Menge AG der allgemeingiiltigen Formeln der Pridikatenlogik erster
Stufe ist unendlich und rekursiv aufzéhlbar. Ein Beispiel fiir eine unendliche,
entscheidbare Teilmenge von AG' ist die Menge TAU der Tautologien, also
der wahren aussagenlogischen Formeln, s.a. Abschnitt 10.6.

9.2. Abzihlbarkeit und rekursive Aufzihlbarkeit

Es ist wichtig, zwischen den Begriffen der Abzdihlbarkeit und der rekursiven Auf-
zihlbarkeit einer Menge M zu unterscheiden.® In beiden Féllen kann M # () als
Bild einer totalen und surjektiven Aufzdhlungsfunktion @ : N — M dargestellt
werden, d.h. M = «(N). Fiir die rekursive Aufzéhlbarkeit wird zusétzlich gefordert,
daf} v eine berechenbare Funktion ist. Daraus folgt, dafl jede rekursiv aufzéhlbare
Menge auch abzéhlbar ist. Umgekehrt gilt das jedoch nicht. Insbesondere kénnen
wir Satz 5.3 nicht fiir rekursive Aufzéhlbarkeit formulieren. Anders gesagt, eine
Teilmenge einer rekursiv aufzéhlbaren Menge ist nicht notwendigerweise auch
rekursiv aufzédhlbar, wie man leicht zeigt:

Die Menge N ist trivialerweise rekursiv aufzédhlbar, denn die Identitdtsfunktion
ist offenbar berechenbar. Damit ist N natiirlich ebenso trivialerweise abzéhlbar.
Mit H C N ist dann auch das Komplement H des Halteproblems abzihlbar, vgl.
Satz 5.3. H ist jedoch nicht rekursiv aufzihlbar, denn H ist nicht semi-entscheid-
bar, vgl. Satz 8.8 und Satz 9.2. Wir haben also mit H eine abzihlbare, aber nicht
rekursiv aufzdhlbare Teilmenge einer rekursiv aufzdhlbaren Menge, ndmlich N,
angegeben.

3 Wir folgen hier dem allgemeinen Sprachgebrauch. Man kénnte genauso von Aufzihlbarkeit
oder von rekursiver Abzdihlbarkeit sprechen. Anders gesagt, mit “auf” und “ab” wird keine weitere
Unterscheidung ausgedriickt.
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procedure SEMI DECIDE M(m) <=
begin var y,z;

y := PHI(m);

z:=1;

return(z)
end

Abbildung 9.2: Ein semi-Entscheidungsverfahren fiir Def (¢)

9.3. Definitions- und Bildbereiche berechenbarer Funktio-
nen

Semi-Entscheidbarkeit bzw. rekursive Aufziahlbarkeit kann durch die Definitions-
und Bildbereiche berechenbarer Funktionen charakterisiert werden:

Satz 9.10. M C N ist genau dann semi-entscheidbar, wenn M = Def (¢) fiir eine
berechenbare Funktion ¢ : N — N.

Beweis. “=>" Mit ¢ := .

“<=" Sei M = Def(¢) fiir eine berechenbare Funktion ¢ : N — N, und sei
PHI € P (1] mit [PHI] = ¢. Dann gilt [SEMI_DECIDE M| = X, fiir die Prozedur
SEMI_DECIDEM € P [1] aus Abbildung 9.2, denn PHI(m) terminiert genau dann,
wenn m € Def(¢), d.h. wennm € M. =

Satz 9.11. M C N ist genau dann semi-entscheidbar, wenn M = Bild(¢) fiir
eine berechenbare Funktion ¢ : N — N.

Beweis. “=>7 Mit Satz 9.3 gibt es eine berechenbare Aufzdhlungsfunktion
ay N — N mit ay(N) =M, dh. M = Bild(ay).

“<=" Sei M = Bild(¢) fiir eine berechenbare Funktion ¢ : N — N, und sei
PHI € P [1] mit [PHI]| = ¢. Fiir die P-Prozedur SEMI_DECIDE_M aus Abbildung 9.3
gilt dann

1, fallsm = ¢(n) fiireinn € N
[SEMI_DECIDEM](m) =
1, falls m # ¢(n) fiir allen € N

und mit M = Bild(¢) folglich

1 ,fallsmeM
[SEMI_DECIDEM](1n) =
1 fallsm¢ M,

also [SEMI_DECIDEM] = Y,,. m
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procedure SEMI_DECIDE M(m) <=
begin var b,n,i,res;
while res = 0 do
n :=PAIR?(i);
b :=PAIR:(i);
if STEP(PAIR®(jPHI,b,n))
then if m = PHI(n) then res :=1 else i := SUCC(i) end_if
else i := SUCC(1i)
end_if
end_while;
return(res)
end

Abbildung 9.3: Ein semi-Entscheidungsverfahren fiir Bild(¢)

Mit Satz 9.10 ist der Definitionsbereich einer berechenbaren Funktion minde-
stens semi-entscheidbar. Fiir Programme, die partielle Funktionen mit entscheid-
barem Definitionsbereich berechnen, kann man die nicht-Terminierung einfach
ausschliefen, indem man vor Programmausfithrung entscheidet, ob die Eingabe
Element des Definitionsbereichs ist. Beispielsweise resultiert ein Prozeduraufruf
QUOT(EXPR, 0) zur Division in géngigen Programmiersprachen in einem Laufzeit-
fehler und nicht in einem unendlichen Programmlauf, denn es ist natiirlich ent-
scheidbar, ob der Divisor identisch 0 ist oder nicht.

Formal kann man den Unterschied zwischen “harmlosen” partiellen berechen-
baren Funktionen, wie z.B. [QUOT]|, und “inhérent” partiellen berechenbaren Funk-
tionen, wie z.B. X, wie folgt charakterisieren:

Definition 9.12. Seien ¢, : N — N. Dann ist ¢ weniger definiert oder gleich 1,
kurz ¢ C 1), gdw. ¢p(n) = L oder ¢(n) = (n) fiir allen € N gilt.

Satz 9.13. Sei ¢ : N +— N berechenbar, so dafl Def(¢) entscheidbar ist. Dann
gibt es eine totale berechenbare Funktion v : N — N mit ¢ C 1.

Beweis. Sei mg € N beliebig aber fest gewéhlt, sei PHI eine P-Prozedur mit
[PHI]] = ¢ und sei DECIDE DEF_PHI € P [1] ein Entscheidungsverfahren fiir Def (¢).
Ftir die P-Prozedur PSI mit

procedure PSI(n) <=

begin var res;
if DECIDE DEF_PHI(n) then res := PHI(n) else res :=mg end_if;
return(res)

end
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gilt dann
o(n) , fallsn € Def(¢)

[PsI](n) =
mo , fallsn ¢ Def (o) .

Die Prozedur PSI terminiert, denn DECIDE DEF_PHI terminiert und PHI(n) ter-
miniert, wenn DECIDE DEF_PHI(n) gilt. Fiir ¢ := [PSI| gilt dann ¢ C 1, 9 ist
berechenbar und ) ist total. m

Mit Satz 9.13 kann also jede partielle berechenbare Funktion ¢ mit entscheid-
barem Definitionsbereich zu einer totalen berechenbaren Funktion 1 erweitert
werden, die auf Def(¢) das gleiche leistet wie ¢. In der Praxis macht man sich
dies zunutze, indem man Programme, die partielle Funktionen berechnen, anstatt
in eine Endlosschleife zu geraten mit Laufzeitfehlern terminieren 148t, wenn die
Eingabe auflerhalb des Definitionsbereichs einer solchen Funktion liegt.
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10. UNENTSCHEIDBARE PROBLEME

10.1. Das Totalitdtsproblem

Da wir das Halteproblem nicht entscheiden kénnen, probieren wir einen anderen
Ansatz, um nicht-terminierende Programme zu vermeiden. Man koénnte ja ver-
suchen eine Programmiersprache zu entwerfen, mit deren Programmen genau die
totalen (berechenbaren) Funktionen implementiert werden kénnen. Damit wiirde
ein nicht-terminierendes Programm schon durch einen Ubersetzer ausgeschlossen.
Ein Gelingen dieses Ansatzes setzt jedoch voraus, dafi das Totalititsproblem

TOT ={i e N| p;(x) # L fiir alle x € N}

entscheidbar ist. Das Totalitdtsproblem ist jedoch noch nicht einmal rekursiv
aufzéahlbar:

Satz 10.1. T'OT ist nicht rekursiv aufzédhlbar.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dafl TOT
rekursiv aufzédhlbar sei. Dann gibt es eine totale und berechenbare Aufzdhlungs-
funktion o : N — N mit «(N) = TOT. Folglich gibt es eine P-Prozedur ALPHA
mit [ALPHA|| = «, und mit der P-Prozedur PSI, definiert durch

procedure PSI(x) <=

begin var y;
y := SUCC(APPLY(PAIR?(ALPHA(x),x)));
return(y)

end

erhéilt man eine berechenbare Funktion [PSI]), fiir die [PSI](j) = 1+up(72(a(j),))
= 14 @a()(J) gilt. Mit o(j) € TOT ist pa(;) total. Damit ist auch [PSI] total,
und folglich gilt tPSI € T'OT. Mit der Surjektivitidt von « gibt es ein i € N, so dall
(i) = §PSI. Damit gilt [PSI]] = @a(;) und man erhdlt [PSI](i) = 1+ @q(i) =
1+ [PSI](i). Dies ist aber unmdglich, denn [PSI] ist total, also gilt [PSI]|(i) € N
und damit [PSI[(i) # 1+ [PSI](¢). ¥ Also ist TOT nicht rekursiv aufzédhlbar. m
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Bemerkung 10.2. Im Beweis von Satz 10.1 wird die gleiche Argumentationswei-
se, ndmlich die Diagonalisierung, verwendet wie im Beweis von Satz 5.4. Trotzdem
folgt Satz 10.1 nicht aus Satz 5.4, da dieser eine Aussage iiber die Menge aller
totalen Funktionen macht und aus der nicht-Abzéhlbarkeit einer Menge — hier
Fiot = {¢: N — N} — nicht folgt, dal eine Teilmenge — hier {¢;, : N —- N |i €
TOT?} — auch nicht abzéhlbar ist. Umgekehrt folgt auch Satz 5.4 nicht aus Satz
10.1, denn TOT ist abzahlbar, und so kann nicht mit Satz 5.3 auf die nicht-
Abzahlbarkeit von F,; geschlossen werden.

Eine Konsequenz von Satz 10.1 ist, daf} es fiir jede Programmiersprache, in
der nur terminierende Programme geschrieben werden konnen — wir werden solch
eine Programmiersprache in Kapitel 11 definieren —, eine totale berechenbare
Funktion gibt, die durch kein Programm dieser Programmiersprache berechnet
werden kann. Verwendet man dagegen eine Programmiersprache, in der alle to-
talen berechenbaren Funktionen programmiert werden kénnen — was fiir P und
fiir alle géingigen Programmiersprachen gilt — so mufl man in Kauf nehmen, dafl
auch nicht-terminierende Programme in dieser Programmiersprache geschrieben
werden konnen.

Eine weitere Konsequenz von Satz 10.1 ist, dafl jedes Terminierungsbeweisver-
fahren, also ein Verfahren, das fiir terminierende Prozeduren als Eingabe einen
Terminierungsbeweis fiir diese Prozedur berechnet, unvollstindig ist. Anders ge-
sagt, fiir jedes (korrekte) Terminierungsbeweisverfahren kann man eine terminie-
rende Prozedur angeben, fiir die das Verfahren keinen Beweis berechnen kann.
Dabei ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dafli man die Totalitdt von berechen-
baren Funktionen nicht doch beweisen oder widerlegen kann. Mit Satz 10.1 ist
es nur unmoglich, ein Verfahren anzugeben, mit dem die Totalitdt jeder totalen
berechenbaren Funktion bewiesen wird.

10.2. Reduzierbarkeit

In den Abschnitten 3.3 und 7.2 wurde schon gezeigt, dal man die Berechenbarkeit
einer Funktion nachweisen kann, ohne konkret ein Programm anzugeben, das diese
Funktion berechnet. Ursache war dort, dafl man fiir eine berechenbare Funktion
¢ eine Menge von Programmen angeben kann, so daf} eines dieser Programme die
Funktion auch tatséchlich berechnet, jedoch unbekannt ist, welches dieser Pro-
gramme konkret das Gewiinschte leistet.

In diesem Abschnitt betrachten wir eine andere Vorgehensweise, um die Bere-
chenbarkeit einer Funktion nachzuweisen, ohne dabei ein konkretes Programm
anzugeben. Seien beispielsweise ¢ : N — N und 9 : N — N Funktionen mit
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¥(n) = ¢(m%(n,n)) fiir alle n € N. Um zu zeigen, dafi ¢ P-berechenbar ist, reicht
es offensichtlich nachzuweisen, dafl ¢ berechenbar ist. Wir miissen dann fiir ¢ kein
konkretes Programm P € P mit ¢ = [P] angeben. Wir haben hier die Aufgabe,
die Berechenbarkeit von ¢ zu beweisen, auf die Aufgabe, die Berechenbarkeit von
¢ nachzuweisen, reduziert.

Man kann natiirlich einwenden, dafl wir hier ja nur eine Aufgabe durch eine
andere Aufgabe ersetzt haben, und somit nichts gewonnen ist. Daher versucht
man, ein Problem auf ein geldstes Problem zu reduzieren. Beispielsweise konnen
wir die Frage, ob die Quadratfunktion 22 berechenbar ist, auf die Frage reduzieren,
ob die Multiplikationsfunktion z x y berechenbar ist, denn 22 = x x z. Da wir
wissen, dafl x x y berechenbar ist, ist die Berechenbarkeit von z? ohne Angabe
eines konkreten Programms bewiesen.

Wir prézisieren jetzt den Begriff “reduzierbar” und definieren:

Definition 10.3. Ein Problem M C N ist genau dann auf ein Problem N C N
reduzierbar, wenn es eine totale und berechenbare Funktion o : N — N gibt, so
da m € M < o(m) € N fiir alle m € N gilt. In diesem Fall schreiben wir kurz
M<,N. 1

Die Reduzierbarkeit von M auf N bedeutet also, M in berechenbarer Weise,
namlich mittels o, als Spezialfall von N darzustellen. Dies kann dann ausgenutzt
werden, um von der (semi-)Entscheidbarkeit von N auf die (semi-)Entscheid-
barkeit von M zu schlielen:

Satz 10.4. Fiir M C N und N C N mit M <, N gilt:

1. Wenn N entscheidbar ist, so ist auch M entscheidbar.

2. Wenn N semi-entscheidbar ist, so ist auch M semi-entscheidbar.

Beweis. (1) Mit Satz 3.3 ist xy o 0 berechenbar, denn xny und o sind nach
Voraussetzung berechenbar. Wenn m € M, so gilt o(m) € N mit der Definition
von o, und mit der Definition von yy gilt dann xn(o(m)) = 1. Fiir m ¢ M gilt
o(m) ¢ N mit der Definition von p, und mit der Definition von xy gilt dann
xn(e(m)) = 0. Also gilt xy © 0= X

(2) Wie in (1) zeigt man Xy 0 0 =p Y- R

Beispielsweise konnen wir so einfach zeigen, daf§ das Selbstanwendbarkeitspro-

blem S semi-entscheidbar ist, indem S auf das Halteproblem H reduziert wird
(vgl. den Beweis von Korollar 7.12): Wir definieren einfach o : N — N durch
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o(n) := 7%(n,n), und offensichtlich ist ¢ berechenbar. Es gilt n € S < o(n) € H
fir alle n € N, und da H semi-entscheidbar ist, ist mit Satz 10.4(2) auch S
semi-entscheidbar.

Anstatt Satz 10.4 direkt in einem Beweis zu verwenden, wird héufig die Kon-
traposition von Satz 10.4 angewandt:

Korollar 10.5. Fiir M C N und N C N mit M <, N gilt:

1. Wenn M nicht entscheidbar ist, so ist auch N nicht entscheidbar.

2. Wenn M nicht semi-entscheidbar ist, so ist auch N nicht semi-entscheidbar.

Beispielsweise konnen wir mit Korollar 10.5 einfach zeigen, dafl das Haltepro-
blem H unentscheidbar ist, indem das Selbstanwendbarkeitsproblem S mit o(n) :=
72(n,n) auf H reduziert wird (vgl. den Beweis von Satz 5.9). Da S nicht ent-
scheidbar ist, ist mit Korollar 10.5(1) auch H nicht entscheidbar (siehe auch Be-
merkung 10.10).

10.3. Das s-m-n-Theorem

Sei procedure EXP(y,z) <= BODY_EXP eine P-Prozedur mit [EXP[(y,z) = 2¥.!
Dann konnen wir mit

procedure SQUARE(z) <= BODY_EXP|y/2]

eine Prozedur zur Berechnung der Quadratfunktion angeben. Dabei entsteht der
Prozedurrumpf BODY_EXP[y/2] von SQUARE aus dem Prozedurrumpf BODY_EXP von
EXP, indem in BODY_EXP jedes Vorkommen des formalen Parameters y durch die
Konstante 2 ersetzt wird. Damit gilt [SQUARE](z) = [EXP](2,z2) = 22, d.h. wir
haben aus einer 2-stelligen Funktion eine 1-stellige Funktion gewonnen, indem wir
fiir einen formalen Parameter, ndmlich y, einen festen Wert, ndmlich 2, eingesetzt
haben. Man sagt auch, die Prozedur EXP wurde parametrisiert.

Um allgemein parametrisierte Prozeduren zu erhalten, erlauben wir jetzt in
einem P-Programm fiir eine gegebene Prozedur

procedure PROC(y1,...,ym,zl,...,zn) <= BODY_PROC

! In diesem und in den folgenden Abschnitten verwenden wir Prozeduren mit mehreren
Parametern und arithmetische Funktionen ¢ : N x ... x N — N mit mehreren Argumenten. Dies
geschieht allein aus Griinden der Lesbarkeit und bedeutet keine Ab#nderung unseres formalen
Rahmens, vgl. Abschnitt 4.3.
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Prozeduraufrufe der Form
PROC[k1, . . ., km](EXPR1, . . . ,EXPRn)

mit &y, ..., kn € N, wobei wir uns jede parametrisierte Prozedur PROC[ky, . . ., k]

durch
procedure PROC[ky, ..., kp|(z1,...,zn) <=

BODY_PROC[y1/k1, . ..,ym/kn) (10.1)

definiert vorstellen. Damit stehen uns im Beispiel beliebig viele Prozeduren

procedure EXP[0](z) <= BODY_EXP[y/0]
procedure EXP[1](z) <= BODY_EXP[y/1]
procedure EXP[2](z) <= BODY_EXP[y/2]
procedure EXP[3](z) <= BODY_EXP[y/3]

zur Verfiigung, fiir die [EXP[k]](z) = [EXP](k, z) = 2* gilt, wobei k eine beliebige,
aber feste natiirliche Zahl ist.

Es stellt sich natiirlich sofort die Frage, warum wir in einem Programm Aufrufe
parametrisierter Prozeduren, wie z.B. EXP[2](EXPR), verwenden sollen, anstatt ein-
fach die Originalprozedur mit den entsprechenden aktuellen Parametern, also
etwa EXP(2,EXPR), aufzurufen. Der Grund ist, dafl wir mittels Parametrisierung
den Kode eines Programms in Abhéngigkeit von aktuellen Parametern berech-
nen konnen: Fiir jedes Programm P € P gilt [P = ¢yp, also beispielsweise
[EXP] = @xe und [EXP[k]] = @ymxep fiir jedes & € N. Mit (10.1) erhdlt man offen-
bar fEXP[k] allein aus jEXP und k, denn EXP[k]| wird allein aus EXP und k gebildet.
Anders gesagt, es gilt 1EXP[k] = s(§EXP, k) fiir eine Funktion s : N x N — N, und
man erhélt damit [EXP[K]] = ©sgxe.r).

Diese Konstruktion kann man natiirlich mit beliebigen Programmen und be-
liebigen Parametern durchfithren.> Wir zeigen, daf die Funktion s, mit der der

2 Dabei gehen wir davon aus, dafl EXP selbst keine Prozeduraufrufe enthilt. Dies kann im-
mer durch “Einkopieren” der aufgerufenen Prozedur erreicht werden, denn rekursiv definierte
Prozeduren sind verboten, vgl. Definition 2.2. Diese Forderung ist notwendig, da EXP sonst von
weiteren Prozeduren Py, ...,P; abhéngt und wir folglich tEXP[k| = s(§EXP, k, 4Py, ..., iP;) definieren
miifiten.

3 Unsere Notation zur Parametrisierung von Prozeduren hat allerdings die Schwiche, dafl
nur formale Parameter vom Anfang der Parameterliste durch Konstanten aus N ersetzt werden
kénnen. Beispielsweise gilt auch [EXP[(y,2) = 2¥, die 2er Potenz kann aber in unserer Nota-
tion nicht durch Parametrisierung von EXP gewonnen werden. Um dieser Schwéche abzuhelfen,
miifite unsere Notation entsprechend erweitert werden. Wir verzichten darauf, da die verwendete
Notation fiir unsere Zwecke ausreicht.
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Kode eines parametrisierten Programms aus dem Ursprungsprogramm und den
Parametern gewonnen wird, berechenbar und total ist:

Satz 10.6. (s-m-n-Theorem) Sei i € N mit ¢; : N™— N. Dann gibt es eine
berechenbare und totale Funktion s : N™*1— N mit

@s;ﬁ(i,yl,...,ym)<zla ceey Zn) - Qpi(yla vy Ymy 21y -0y Zn) (102)

fiir alle (Y1, ..os Ymy 215 -y 2n) € N
Beweis. Sei

procedure PROC(y1,...,ym,zl,...,zn) <= BODY_PROC

eine Prozedur mit {PROC = i. Dann berechnen wir s (i, y1, ..., Ym) wie folgt: Jedem
m-Tupel (y1, ..., Ym) € N™ ordnen wir die Prozedur

procedure PROC[y1, ..., Ym|(Z1, ... ,zn) <=

BODY_PROC[y1/y1, - - - , ym/Y] (10.3)
zu, und damit gilt
[PROC[y1, - s U] (21, -, 2n) = [PROC] (Y1, ooy Ymy 215 oy Zn) - (10.4)
Mit PROC[y, ..., Ym| definieren jetzt
St (5PROC, Y1, ..., Ym) := GPROC[Y1, -, Yim)- (10.5)

Da wir PROC[yi, ..., Y] mit (10.3) allein aus jPROC und i, ..., Y, bilden, ist s}
berechenbar: Wir dekodieren fPROC mit §~! zu der Prozedur PROC, ersetzen dann
die formalen Parameter yi im Rumpf von PROC durch y; und berechnen schlieflich
mit fj den Kode §PROC|y, ..., Y] der so erhaltenen Prozedur PROC[y, ..., y,,]. Da die
Funktionen f und =1 total und algorithmisch sind, ist s™ total und berechenbar.
Es gilt

(pSZ?(bPROC,yL---,ym)(217 ) Zn)
= @upnoc[yl,...,ym}<21, ey Zn) , mit (10.5),
= [PROC[y1, .., Ym)] (215 -, 20) , denn @uprociys,...ym] = [PROC[Y1, ..., Y]],
= [PROC] (Y1, vy Yy 215 ey 2n) , mit (10.4),

= QOhPROC<y17 cees Ymy 1y -0y Zn) 5 denn [[PROC]] = SOHPRUQ

und damit ist (10.2) bewiesen. m
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Wir illustrieren die Anwendung des s-m-n-Theorems mit dem Beweis des fol-
genden Satzes:

Satz 10.7. Es gibt eine berechenbare und totale Funktion h : N x N — N, so daf§
fiir alle Funktionen ¢; : N" — N und ¢; : N — N gilt:

Ph(ig) = Pi © Pj- (10.6)

Beweis. Sei 0 : N2 — N definiert durch 0(i, j, z1, ..., ) == @i(¢; (21, ..., 7))
Fiir die P-Prozedur

procedure THETA(i,j,x1,...,xn) <=

begin var y;
y := APPLY(PAIR?(i,APPLY(PAIR**'(j,x1,...,xn))));
return(y)

end

gilt dann [THETA[] = 0, damit ist 0 berechenbar, und man erhélt 0 = @yypra. Mit
dem s-m-n-Theorem 10.6 ist dann h : N x N — N mit h(i,j) := s2(§THETA, 1, j)
total und berechenbar, und mit

Onig) (1, Tn) = Q2 (ymETALj) (L1, -, Tn) , mit Definition h,
= @umrera(l, 1, T1, oy Tn) , mit dem s-m-n-Theorem 10.6,
= 00,7, 21, ..., Ty) , mit Definition THETA,
= pilpj(T1, ..., Tn)) , mit Definition 6 .

ist (10.6) bewiesen. m

10.4. Programmaéquivalenz

Wenn wir ein Programm schreiben, um eine bestimmte Aufgabe mittels eines
Rechners zu 16sen, miissen wir uns vergewissern, daf§ das Programm auch das
Geforderte leistet. Wir miissen also unsere Programme verifizieren. Dabei stellt
sich natiirlich die Frage, wie wir angeben, was genau das Programm leisten soll,
d.h. wie man ein Programm spezifiziert.

Ein Ansatz dazu besteht darin, dafl wir ein alternatives Programm angeben
und dann zeigen, dafl beide Programme die gleiche Funktion berechnen, d.h. daf§
beide Programme dquivalent sind. Natiirlich ist dieser Ansatz nicht fiir jedes Pro-
gramm praktikabel — es ergibt offenbar keinen Sinn etwa einen Ubersetzer zu
spezifizieren, indem man einen zweiten Ubersetzer schreibt und dann zeigt, daf
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beide Programme das gleiche leisten. Fiir bestimmte Aufgaben ist dieser Ansatz
jedoch trotzdem niitzlich:

In der Informatik sind wir auch an effizienten Programmen interessiert, d.h.
an Programmen, die moglichst wenig Speicher bzw. Rechenzeit bendtigen. Nun
kommt es oft vor, daf fiir eine Aufgabe sowohl ein effizienter, jedoch komplizier-
ter Algorithmus als auch ein einfacher, aber ineffizienter Algorithmus existiert.
Beispielsweise ist InsertionSort, also “Sortieren durch Einfiigen”, einfach aber in-
effizient, wiahrend Heapsort ein effizientes Sortierverfahren ist, das jedoch eine
wesentlich kompliziertere Programmstruktur als InsertionSort aufweist. Damit
ist auch die Verifikation von Heapsort wesentlich aufwendiger als die Verifikation
von InsertionSort. Man kann jedoch Heapsort auch dadurch verifizieren, indem
man zunéchst die Korrektheit von InsertionSort direkt zeigt, und dann in einem
zweiten Schritt nachweist, dafl InsertionSort und Heapsort dquivalent sind, al-
so die gleichen Funktionen berechnen. Bei diesem Verifikationsansatz verwenden
wir also InsertionSort, um Heapsort zu spezifizieren. Genauso kénnten wir einen
Ubersetzer als Spezifikation fiir die optimierte Version des Ubersetzers verwen-
den. Mit dem Nachweis der Aquivalenz beider Programme wire dann gezeigt, daf
beide Ubersetzer (abgesehen von der Laufzeit) das Gleiche leisten.

Den Nachweis der Programméquivalenz wollen wir natiirlich einem Rechner
iiberlassen. Anders gesagt, wir wollen ein Werkzeug entwickeln, mit dem fiir be-
liebige Programme P; und P entschieden werden kann, ob [P] = [P] gilt.
Bevor wir beginnen dieses Werkzeug zu entwickeln, untersuchen wir natiirlich, ob
diese Aufgabe iiberhaupt l6sbar ist. Formal heifit das, wir untersuchen, ob das
Aquivalenzproblem

EQV = {n*(i,j) € N| vi = ¢;}
entscheidbar ist.

Wir beginnen dazu mit einem einfacheren Problem: Wir wollen feststellen, ob
ein beliebiges Programm P die Identitdtsfunktion berechnet, d.h. ob [P](n) =n
fiir alle n € N gilt. Formal heifit das, wir untersuchen die Entscheidbarkeit des
Identitdtsproblems

ID := {i € N| ¢;(n) = n fir alle n € N}.
Folgender Satz zeigt jedoch, dal ID noch nicht einmal semi-entscheidbar ist:

Satz 10.8. ID ist nicht semi-entscheidbar.
Beweis. Sei ¢ : N x N — N definiert durch

J o falls () # L,

1L, falls ¢;(j) = L .

Ui, j) ==
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Fiir das Programm PSI € P mit

procedure PSI(i,j) <=
begin var y,z;

yi=13;
z := APPLY(PAIR?(i,j));
return(y)

end

gilt ¢ = [PSI]|, d.h. ¢ ist mit PSI berechenbar und folglich gilt ¢ = ypsr. Mit
dem s-m-n-Theorem 10.6 gilt dann

SOuPSI(iaj) = %}(npsx,i)@) . (10.7)

Wir zeigen jetzt, dafl das Totalitdtsproblem TOT mittels der (totalen und
berechenbaren) Funktion si(§PSI, ) auf ID reduzierbar ist, d.h. es gilt:

i € TOT < s'(4PSL,i) € ID | (10.8)

“=>7 Fiir i € TOT gilt ¢;(j) # L fiir alle j € N, also @yps1(4,7) = j mit
Definition von . Mit (10.7) erhdlt man @ s (j) = j fiir alle j € N und
folglich s1(§PSI,i) € ID.

“<="Fiiri ¢ TOT gilt v;(j) = L fiir ein j € N, also pyps1(i, j) # j mit Defi-
nition von ¢. Mit (10.7) erhélt man ¢ pst;(j) # j und folglich s1(4PSI1,i) ¢ ID.

Mit den Séatzen 10.1 und 9.3 ist das Totalitatsproblem TOT' nicht semi-ent-
scheidbar. Mit Korollar 10.5 ist ID dann ebenfalls nicht semi-entscheidbar.  ®

Da das Identitétsproblem ID ein Spezialfall des Aquivalenzproblems EQV ist,
kénnen wir ID auf EQV reduzieren und damit zeigen:

Korollar 10.9. EQV ist nicht semi-entscheidbar.

Beweis. Die Identitidtsfunktion ist berechenbar, etwa durch ein Programm
IDENT. Mit o : N — N definiert durch o(i) := w%(§IDENT, ) gilt i € ID < o(i) €
EQV,dh. ID <, EQV, denn p ist offensichtlich total und berechenbar. Mit Satz
10.8 und Korollar 10.5 ist dann auch EQV nicht semi-entscheidbar. ®

Bemerkung 10.10. Der Beweis von Korollar 10.9 illustriert die Niitzlichkeit von
Satz 10.4 in Form von Korollar 10.5: Es ist oft schwieriger, die (semi-)Unent-
scheidbarkeit eines allgemeinen Problems — wie etwa FQV — direkt zu beweisen,
anstatt die (semi-)Unentscheidbarkeit eines Spezialfalls des Problems — wie etwa
ID — direkt nachzuweisen und dann eine berechenbare Reduktion des Spezialfalls
auf das allgemeine Problem anzugeben.
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Als Konsequenz von Korollar 10.9 ist es also unméglich das gewiinschte Verifi-
kationswerkzeug zu implementieren. Nun kénnte man als Alternative ja versuchen
statt dessen nicht-Aquivalenz algorithmisch festzustellen. Beispielsweise konnte
man dann maschinell feststellen, dafl ein Programm P nicht das Gleiche leistet
wie dessen optimierte Version, bei Modifikation von P also (mindestens) ein Fehler
gemacht wurde. Dieser Ansatz gelingt allerdings nur, falls das Komplement des
Aquivalenzproblems

EQV = {7r2(z',j) eN|p; # gpj}
semi-entscheidbar ist. Dies ist jedoch nicht der Fall:

Satz 10.11. EQV ist nicht semi-entscheidbar.
Beweis. Sei ¢ : N x N — N definiert durch

n , falls p;(1) # L,

Y(i,n) =
L, falls p;(i) = L .

Fiir das Programm PSI € P mit

procedure PSI(i,n) <=
begin var y,z;

y:=n;
z := APPLY(PAIR?(i,1));
return(y)

end

gilt ¢ = [PSI]|, d.h. ¢ ist mit PSI berechenbar und folglich gilt ¢ = ypsr. Mit
dem s-m-n-Theorem 10.6 gilt dann

(phPSI<i> n) = Psl(4ps,i) (n) (10.9)
sowie fiir das Komplement S des Selbstanwendungsproblems
i€S & opsi(i,n) =L fireinneN (10.10)

denn fiir i € S gilt ¢;(i) = L und mit Definition von ¢ dann ppsr(i,n) = L
fiir ein n € N. Gilt @ps1(i,n) = L fiir ein n € N, so erhédlt man ¢;(i) = L mit
Definition von 1), also i € S.

Wir zeigen jetzt, da8 das S mittels der (totalen und berechenbaren) Funktion
72(s}(4PSI, ), jIDENT) auf EQV reduzierbar ist, d.h. es gilt

i €S & w°(s1(4PSI,q),HIDENT) € EQV (10.11)
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denn

i€S

st (i,n) = L fiireinn € N , mit 10.10

ops1(i,n) #n fireinn € N , mit Definition von 1)
Pt psz(n) # n fiir einn € N , mit 10.9

Psl(4psL,i) (n) # pyenr(n) fiir ein n € N

Psl(4ps,i) # (PHIDENT
72(s}(4PSI,7), jIDENT) € EQV .

(1 A

Mit Korollar 8.9 ist das Komplement S des Selbstanwendungsproblems nicht
semi-entscheidbar, und mit Korollar 10.5 ist EQV dann ebenfalls nicht semi-ent-
scheidbar. =

Mit Korollar 10.9 bzw. Satz 10.11 ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dal man
die Aquivalenz von bestimmten Programmen maschinell beweisen bzw. widerlegen
kann. Mit diesen Aussagen ist lediglich gezeigt, dafl es kein Verfahren gibt mit dem
die Aquivalenz fir alle #quivalenten Programme bewiesen bzw. fir alle nicht-
dquivalenten Programme widerlegt werden kann.

10.5. Der Satz von R:ice

Wir betrachten noch einmal das Verifikationsproblem, das schon in Abschnitt
10.4 angesprochen wurde. Im allgemeinen ist man an Figenschaften der Funk-
tionen, die von einem Programm berechnet werden, interessiert. Fiir die Pro-
zedur GGT aus Abbildung 2.4 mochte man beispielsweise wissen, ob [GGT] eine
idempotente Funktion ist, d.h. [GGT](z,2) = =, ob [GGT] assoziativ ist, d.h.
[GGT] (=, [GGT](y, 2)) = [GGT]([GGT](x,y), 2), oder ob [GGT] kommutativ ist, d.h.
[GGT](x, y) = [GGT](y, z).

Um beispielsweise die Assoziativitit von [GGT] zu verifizieren, betrachten wir
die Menge ®,ss = {¢ € [P] | ¢ ist assoziativ} und versuchen dann zu entscheiden,
ob [GGT]] € P, gilt. In @, sind alle berechenbaren arithmetischen assoziativen
Funktionen enthalten, also etwa auch die Addition und die Multiplikation, aber
z.B. nicht die (abgerundete) Division. Im Unterschied zum Aquivalenzproblem
EQV aus Abschnitt 10.4, bei dem entschieden werden soll, ob zwei Programme
die gleiche Funktion berechnen, fragen wir hier allgemein, ob die Funktion, die
durch ein bestimmtes Programm berechnet wird, eine bestimmte Eigenschaft hat.

Natiirlich stellt sich die Frage, wie man Mengen von Funktionen, wie z.B. &,
reprdsentiert. Da wir nur berechenbare Funktionen betrachten, konnen wir anstatt
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®,s die Menge P, aller Programme P mit [P](z, [P)(y, 2)) = [PI([P](x,y), )
betrachten. Diese Menge kodieren wir dann, wodurch wir die Menge P, =
0Pass = {i € N| p; € @5} erhalten. Anstatt “[GGT] € P,.?" fragen wir jetzt
also, ob 1GGT € P gilt, denn [[GGT]| € P, gdw. 1GGT € [P,

Damit dieser Ansatz zur Programmverifikation gelingt, muf$ §®,, entscheidbar
sein. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie folgender Satz zeigt:

Satz 10.12. (Satz von Rice) Sei ) G ® G [P] und sei 1® = {i € N| ¢; € ®}.
Dann ist 1® nicht entscheidbar.

Beweis. Sei 0 : N+— N mit 6 € [P] und 0 # w beliebig gewéhlt, sei THETA
eine P-Prozedur mit [THETA] = 6 und sei die P-Prozedur PROC gegeben durch

procedure PROC(1i,j) <=
begin var res;
if SEMI_DECIDE.S(i)
then res := THETA(j)
else res := CYCLE;(j)
end_if;
return(res)
end

(10.12)

wobei SEMI_DECIDE_S mit [SEMI_DECIDE_S] = Xg ein semi-Entscheidungsverfah-
ren fiir das Selbstanwendungsproblem S' ist, vgl. Korollar 7.12. Mit dem s-m-n-
Theorem 10.6 gilt dann

Ps!(sPROC,7) (j) = SOHPRUC@J) = [[PROC]]<i>j) (10.13)
und damit ist o : N —N, definiert durch
o(i) := s7(4PROC, 7) , (10.14)

total und berechenbar. Weiter gilt mit (10.12)

0(j) ,fallsie S
[PROC] (¢, j) = (10.15)
w(j) ,fallsi ¢ S

und fiir i € S damit dann [PROC] (7, j) = 0(j) fiir alle j € N, also

i €5 = Y prac,) = 0- (10.16)
mit (10.13). Fiir i ¢ S gilt [PROC] (7, j) = w(j) fiir alle j € N, und damit

i ¢S = 0 pmcs = - (10.17)
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Angenommen, es gilt w ¢ ®. Mit ® # () gilt dann 0.B.d.A. § € ®,* und damit

i€S & Pammen€® , mit (10.16) und (10.17),
& s1(4PROC,7) € 19, mit Definition von P,
& o(i) € 4P , mit (10.14),

d.h. S <, §®. Mit der Unentscheidbarkeit von S, vgl. Korollar 7.3, folgt dann mit
Korollar 10.5, daf3 §® nicht entscheidbar ist.
Andernfalls gilt w € ® und mit ® G [P] dann 0.B.d.A. 6 ¢ ®.° Man erhiilt

& sH(4PROC,4) € 19, mit Definition von ®,
o oli) € td , mit (10.14),

d.h. S =, 1®. Mit der Unentscheidbarkeit von S, vgl. Korollar 8.9, folgt dann
ebenfalls, mit Korollar 10.5, daf3 §® nicht entscheidbar ist. ®

Der Satz von Rice zeigt also, dafl es unméglich ist zu entscheiden, ob die von
einem Programm berechnete Funktion bestimmte Eigenschaften besitzt. Ausge-
nommen sind dabei die “trivialen” Eigenschaften, die fiir kein Programm — Fall
® = () — und fiir alle Programme — Fall ® = [P] — gelten, denn dann gilt §® = ()
bzw. §® = P, und damit ist 4 trivialerweise bzw. mittels §7 (vgl. Satz 4.13)
entscheidbar.

Mit Satz 10.12 ist natiirlich nicht ausgeschlossen, dal man fiir gewisse Funktio-
nen irgendwelche Eigenschaften nachweisen kann, und so etwa der Nachweis von
[GGT] € ®ss trotzdem gelingt. Mit dem Satz von Rice ist es dagegen unmdglich,
ein terminierendes (und korrektes) Verfahren anzugeben, mit dem beispielsweise
[PROG] € @, fiir jedes Programm PROG € P bewiesen oder widerlegt werden
kann.

10.6. Weitere Probleme

Wir geben hier ohne Beweis (einige) weitere Ergebnisse aus der Berechenbarkeits-
theorie bzw. der mathematischen Logik an — weiteres dazu findet man in den
Lehrbiichern des Literaturverzeichnisses:

4 Mit w ¢ ® und ® # ) enthilt ® mindestens eine Funktion ¢ : N+ N mit ¢ # w. Da
0 : N— Nmit § € [P] und 6 # w beliebig gewihlt war, gilt alles, was bislang iiber 0 gezeigt
wurde, auch fiir ¢. Wir diirfen daher tatséichlich “0.B.d.A.” 6 € ® annehmen.

> Mit w € ® und ® & [P] enthilt [P] mindestens eine Funktion ¢ : N+— N mit ¢ # w und
¢ ¢ ®. Dab:N— Nmit 6 € [P]] und 0 # w beliebig gewéhlt war, gilt alles, was bislang tiber 6
gezeigt wurde, auch fiir ¢. Wir diirfen daher tatsichlich “0.B.d.A.” 6 ¢ ® annehmen.
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10.

. Die Menge TAU der Tautologien, also der wahren aussagenlogischen For-

meln, ist entscheidbar. Zum Beweis implementiere man die Wahrheitstafel-
methode (und verifiziere die Implementierung).

. Die Menge AG der allgemeingiiltigen Formeln der Pradikatenlogik erster

Stufe ist semi-entscheidbar, vgl. Anmerkung 9.5. Konsequenz ist, dal man
einen Automatischen Beweiser implementieren kann, der fiir jede allgemein-
giiltige Formel einen Beweis berechnet.

. Die Menge AG der nicht-allgemeingiiltigen Formeln der Pridikatenlogik er-

ster Stufe ist nicht semi-entscheidbar. Konsequenz ist, dal der Automatische
Beweiser aus 2. fiir unendlich viele (nicht-allgemeingiiltige) Formeln beim
Beweisversuch in eine Endlosschleife gerét.

Aus 3. folgt (mit Satz 8.7): Die Menge AG der allgemeingiiltigen Formeln
der Préadikatenlogik erster Stufe ist unentscheidbar.

. Die Menge Pr aller wahren Formeln, die {iber die Nachfolgerfunktion und die

Addition in N Aussagen treffen, ist entscheidbar (Presburger Arithmetik).

. Die Menge Ar der wahren Formeln der Arithmetik, d.h. alle wahren Formeln,

die iiber die Nachfolgerfunktion, die Addition und die Multiplikation (und
eventuell weitere arithmetische Funktion) in N Aussagen treffen, ist nicht
semi-entscheidbar (Erster Goédelscher Unvollstandigkeitssatz). Konsequenz
ist, daf} jedes korrekte Beweisverfahren fiir Aussagen der Arithmetik unvoll-
standig ist, d.h. fiir gewisse wahre Formeln keinen Beweis berechnen kann.

Aus 6. folgt (mit Satz 8.7): Die Menge Ar der wahren Formeln der Arith-
metik ist unentscheidbar.

. Die Menge Ar der falschen Formeln der Arithmetik ist nicht semi-entscheid-

bar (Erster Godelscher Unvollsténdigkeitssatz). Konsequenz ist, daf jedes
korrekte Widerlegungsverfahren fiir Aussagen der Arithmetik unvollstéindig
ist, d.h. fiir gewisse falsche Formeln kein Gegenbeispiel berechnen kann.

. Die Menge Ar" der wahren universellen Formeln der Arithmetik, d.h. der

wahren Formeln der Form V...V¢ mit “¢ ist quantorfrei”, ist nicht semi-
entscheidbar.

Die Menge Ar? der wahren existentiellen Formeln der Arithmetik, d.h. der
wahren Formeln der Form d...d¢ mit “¢ ist quantorfrei”, ist semi-ent-
scheidbar (denn N x ... x N ist rekursiv aufzéhlbar, so dafl man alle Bele-
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11.

12.

13.

14.

15.

gungen fiir die existentiell quantifizierten Variablen systematisch erzeugen
und ¢ damit in berechenbarer Weise iiberpriifen kann).

Die Menge Ep aller wahren Formeln, die Aussagen iiber Eigenschaften eines
Programms P einer berechnungsvollstindigen Programmiersprache treffen,
ist nicht semi-entscheidbar (folgt aus 6.). Konsequenz ist, daf jedes korrekte
Verifikationsverfahren fiir Programme einer berechnungsvollstandigen Pro-
grammiersprache unvollsténdig ist, d.h. fiir gewisse wahre Aussagen keinen
Beweis berechnen kann.

Aus 11. folgt (mit Satz 8.7): Die Menge £p aller wahren Formeln, die Aus-
sagen iiber Eigenschaften eines Programms P einer berechnungsvollsténdi-
gen Programmiersprache treffen, ist unentscheidbar.

Die Menge &p aller falschen Formeln, die Aussagen iiber Eigenschaften eines
Programms P einer berechnungsvollstdndigen Programmiersprache treffen,
ist nicht semi-entscheidbar (folgt aus 8.). Konsequenz ist, dafl jedes korrek-
te Widerlegungsverfahren fiir Programmaussagen unvollsténdig ist, d.h. fiir
gewisse falsche Aussagen kein Gegenbeispiel berechnen kann.

Die Menge £} der wahren universellen Formeln iiber Eigenschaften eines
Programms P einer berechnungsvollstdndigen Programmiersprache ist nicht
semi-entscheidbar (folgt aus 9.).

Die Menge £ der wahren existentiellen Formeln iiber Eigenschaften ei-
nes Programms P einer berechnungsvollstédndigen Programmiersprache ist
semi-entscheidbar (folgt aus 10.). Konsequenz ist, dafl man ein vollstandi-
ges Testwerkzeug fiir £ implementieren kann, d.h. ein Testwerkzeug, das
jede falsche — als universelle Formel formulierte — Behauptung iiber ein Pro-
gramm widerlegen kann. Mit 14. gerét solch ein Testwerkzeug allerdings fiir

unendlich viele (wahre, universell formulierte) Programmaussagen in eine
Endlosschleife.
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11. PRIMITIV-REKURSIVE UND p-REKURSIVE
FUNKTIONEN

In diesem Abschnitt stellen wir ein weiteres Rechenmodell vor, die auf S. C.
Kleene zuriickgehenden p-rekursiven Funktionen. Fiir den Informatiker ist dieses
Rechenmodell auch deshalb interessant, da die Definition p-rekursiver Funktio-
nen in gewisser Weise als eine Vorform der applikativen Programmierung, also der
funktionalen Programmierung, aufgefafit werden kann.

p-rekursive Funktionen werden mittels zweier Definitionsprinzipien gebildet:
Zunéchst wird die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen eingefithrt. Man
kann zeigen, dafl diese Klasse genau die arithmetischen Funktionen enthélt, die
man mittels sogenannter Loop-Programme erhélt. Dies sind P-Programme, die an-
statt while-Anweisungen nur Schleifenanweisungen in der Art von for-Schleifen
enthalten, so wie sie aus einigen Programmiersprachen (beispielsweise FORTRAN,
PAscAL oder ADA) bekannt sind. Mit dieser Einschrankung ist offensichtlich, da8
nicht jede berechenbare Funktion primitiv-rekursiv sein kann, denn jedes loop-
Programm muf ja terminieren, und somit kénnen nicht-totale berechenbare Funk-
tionen nicht primitiv-rekursiv sein.

Um dieser Einschrinkung zu begegnen, wird der sogenannte (unbeschrinkte)
p-Operator eingefithrt, durch den beliebige — also auch nicht-terminierende —
Schleifen modelliert werden kénnen. Man erhélt mittels des u-Operators und der
primitiv-rekursiven Funktionen die Klasse der p-rekursiven Funktionen, von der
wir zeigen, daf sie identisch der Klasse der P-berechenbaren Funktionen ist.

11.1. Primitiv-rekursive Funktionen

Das Definitionsprinzip fiir primitiv-rekursive Funktionen ist vergleichbar dem De-
finitionsprinzip von Prozeduren in funktionalen Programmiersprachen. Ausgangs-
punkt sind die sogenannten Grundfunktionen, die man sich als bereits implemen-
tiert vorstellen kann. Wie schon bei Definition der Programmiersprache P werden
nur solche Grundfunktionen vorausgesetzt, die fiir die Definition des Rechenmo-
dells unabdingbar sind.

96



Definition 11.1. (Grundfunktionen)
Als Grundfunktionen werden bezeichnet

1. die O-stellige Funktion 7Z : — N mit Z := 0,
2. die 1-stellige Funktion S : N — N mit S(x) := x + 1, und die

3. die k-stelligen Projektionsfunktionen P¥ : N*— N mit P¥(zy,...,11) :=
fiir jedes k > 0 und alle t mit 1 < i < k. [ |

Mit bereits definierten Funktionen kénnen weitere Funktionen definiert wer-
den. Beispielsweise konnen wir mittels bereits definierter Funktionen half und
times fiir abgerundete Division durch 2 und Multiplikation eine Funktion sum-up
durch sum-up(zx) := half (times(x, S(z)) definieren. Man nennt dieses Definitions-
prinzip “Definition durch Einsetzung”.

Definition 11.2. (Definition durch Einsetzung)
Seien f : N*— N, g : N"— N und h4, ..., hy, : N N Funktionen mit k,m > 0
sowie

f(@) = g(ha(T), . .. hm (7)) -

Dann ist die Funktion f definiert durch Einsetzung (mittels der Funktionen g und
hi,....hy,)t N

Allein mit Grundfunktionen und durch Einsetzung kénnen noch keine inter-
essanten Funktionen, wie etwa Addition, Multiplikation u.s.w., definiert werden.
Wir erlauben daher zusétzlich die Definition von Funktionen durch ein Rekur-
SLONSPTINZIP:

Definition 11.3. (Definition durch primitive Rekursion)
Seien f : NF*1— N, g : No— N und h : N**2— N Funktionen mit k > 0 sowie

1. £(0,%) := g(¥) und
2 f(0+1,3) = h{f(2,7),2,7),

Dann ist die Funktion f definiert durch primitive Rekursion (mittels der Funktio-
nen g und h). W

1

Z steht als Abkiirzung fiir ein k-Tupel x4, ...,z von Variablensymbolen.
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plus(1,2)

= S3(plus(0,2),0,2) , mit (1)

= S(P3(plus( ,2),0,2)) , mit (3)

= (plus(() 2)) , mit Definition 11.1(3.)
= S(Pi(2)) , mit (4)

= 5S(2) , mit Definition 11.1(3.)
= 3 , mit Definition 11.1(2.).

Abbildung 11.1: Berechnung von plus(1,2) mit primitiv-rekursiven Funktionen

Mit Grundfunktionen, Definition durch Einsetzung und durch primitive Rekur-
sion erhalten wir eine einfache funktionale Programmiersprache. Funktionen, die
durch Programme dieser Programmiersprache berechnet werden kénnen, werden
primitiv-rekursiv genannt:

Definition 11.4. (Primitiv-rekursive Funktionen)
Eine Funktion f : N*— N mit k > 0 heift primitiv-rekursiv, gdw. gilt:

1. f ist eine Grundfunktion, oder

2. f ist definiert durch Einsetzung mittels primitiv-rekursiver Funktionen, oder

3. f ist definiert durch primitive Rekursion mittels primitiv-rekursiver

Funktionen. |

Beispielsweise konnen wir die Addition natiirlicher Zahlen als primitiv-rekur-
sive Funktion “programmieren”. Wir definieren dazu
(1) S?(l’l, T2, 1’3) = S(P?(l’l, T2, 1’3)),
(i) plus(0,y) := P(y), und
(ii) plus(z +1,y) = Si(plus(z,y), =, y).

Nach den Definitionen 11.4(1.) und 11.1 sind S, P! und P% primitiv-rekursive
Funktionen. Die Funktion S} entsteht durch Einsetzung nach den Forderungen
von Definition 11.2, und ist damit nach Definition 11.4(2.) ebenfalls primitiv-re-
kursiv. Damit geniigen die Definitionen (ii) und (iii) den Forderungen (1.) und
(2.) von Definition 11.4, also ist plus eine primitiv-rekursive Funktion.
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Durch Anwenden der definierenden Gleichungen links := rechts von links nach
rechts konnen wir Ausdriicke iiber primitiv-rekursiven Funktionen ausrechnen.
Abbildung 11.1 zeigt als Beispiel die Berechnung von plus(1,2).

Eine Funktion ist primitiv-rekursiv, wenn sie nach Definition 11.4 gebildet
werden kann. Anders gesagt, man mufl unterscheiden zwischen der Definition einer
Funktion und der Funktion selbst. Beispielsweise ist die durch plus’(0,y) := Pi(y)
und plus’(z + 1,y) = plus'(z,S(y)) definierte Funktion primitiv-rekursiv (denn
man zeigt leicht plus’(n,m) = plus(n,m) fiir alle n,m € N), plus’ ist jedoch nicht
primitiv-rekursiv definiert, da die Forderung (2.) von Definition 11.3 nicht erfiillt
ist.2

11.2. Definitionsprizipien fiir primitiv-rekursive Funktionen

Mit Definition 11.4 wird ein starres Schema zur Definition primitiv-rekursiver
Funktionen angegeben. Konsequenz ist, daf§ die Programmierung umsténdlich
und uniibersichtlich ist, wie schon anhand der Definition von plus ersichtlich. Als
Abhilfe gehen wir so vor, wie schon zuvor bei der Programmiersprache P: Wir
fithren abkiirzende Schreibweisen ein, die jedoch immer auf die Originalforderun-
gen zuriickgefithrt werden kénnen. Nachfolgend verwenden wir dann sowohl die
Originalsprache als auch die komfortablere, erweiterte Sprache, je nachdem, wie
es fiir den jeweiligen Zweck am bequemsten ist.

Lemma 11.5. (Primitiv-rekursive Hilfsfunktionen)

1. Die Funktionen CF : N¥ — N mit C*(xy,...,2;) = n sind fiir jedes k € N
und jedes n € N primitiv-rekursiv.

2. Die Funktion pred : N — N, definiert durch pred(0) = 0 und pred(z+1) := x
ist primitiv-rekursiv.

3. Die Funktion if : N3 — N mit if(0,y1,y2) = yo und if(z + 1, y1, y) 1= yy ist
primitiv-rekursiv.

4. Die Paar-Funktion m% und ihre Projektionsfunktionen n% und 73 sind primi-
tiv-rekursiv.

Beweis. Ubung. m

2 Solche Unterscheidungen zwischen Syntax und Semantik sind auch von anderswo bekannt.
Beispielweise ist eine Grammatik mit den beiden Regeln S — AA und A — a nicht regulér, die
dadurch definierte Sprache {aa} dagegen schon.
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Lemma 11.6. (Definition durch allgemeine Einsetzung)

Seien g1 : N™—N,...,g; : N™— N, sei ¢t ein Ausdruck, in dem neben den
Grundfunktionen nur Funktionssymbole aus {¢1,...,g;}, nur Variablensymbole
aus {x1,...,x,} und natiirliche Zahlen n vorkommen, und sei die Funktion f :
N*— N mit k > 0 definiert durch

flz, .. xp) =t .

Dann kann f durch Grundfunktionen und Einsetzung definiert werden.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch strukturelle Induktion tiber t.

Induktionsanfang ‘¢ = n € N”: Durch Induktion iiber n zeigt man leicht
S, = n fiir jede Funktion S, : — N definiert durch Sy := Z und S, ; =
S(S,). Jede Funktion S, geniigt damit der Forderung von Definition 11.2, und
mit f(xq,...,x) =S, geniigt f ebenfalls dieser Forderung.

Induktionsanfang “¢ = z;”: Dann gilt f(zy,...,z;) := P¥(xy,...,2%), und
folglich geniigt f der Forderung von Definition 11.2.

Induktionsschritt ‘¢ = g(t1,...,t,) mit g € {g1,...,9;}”: Wir definieren
fiir jedes i € {1,...,m} die Funktionen f; : N¥+ N durch fi(x1,..., ) = t;,
von denen wir nach Induktionshypothese annehmen diirfen, daf3 sie alternativ
den Forderungen von Definition 11.2 geniigend definiert werden kénnen. Mit
flz, . xk) = g(fi(zr, .o xk), - oy fn(21, - ., ) gentigt dann auch f der For-
derung von Definition 11.2.

Satz 11.7. (Definition durch strukturelle Rekursion)

Seien g; : N"— N, ..., g; : N"i— N Funktionen, sei f : N*¥"1— N eine Funktion,
und seien t, und ty Ausdriicke, in denen neben den Grundfunktionen nur Funk-
tionssymbole aus { f, g1, ..., g;}, das Variablensymbol z, die Variablensymbole aus
Z und natiirliche Zahlen n vorkommen. Sei weiter die Funktion f definiert durch:

1. f(0,%) :=ty, so daB f und x nicht in t; vorkommen, und

2. flx +1,%) :=ty, so daB t' = f(z,7) fiir jeden Teilausdruck t' = f(...) von

Dann kann f durch Grundfunktionen, Finsetzung und primitive Rekursion
definiert werden.

Beweis. Mit Lemma 11.6 gibt es eine durch Grundfunktionen und Einsetzung
definierte Funktion g : N¥— N mit (i) g(Z) = t,.

Sei jetzt z eine Variable und sei C|z] ein Ausdruck mit ty, = Clz/f(z,7)].
Dann ist C|z] ein Ausdruck, in dem aufler der Variablen z héchstens die Variablen

3 C[z/t] entsteht aus C[z], indem jedes Vorkommen von z in C[z] durch ¢ ersetzt wird.
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x,Z, Funktionssymbole aus {gi,...,g;} sowie natiirliche Zahlen n vorkommen.
Nach Lemma 11.6 kann somit eine Funktion h : N**2— N mit h(z,z,%) = C|7]
durch Einsetzung definiert werden. Es gilt (ii) f(z + 1,%) =ty = Clz/f(x,Z)] =
h(f(x,Z),x,Z), und mit (i) und (ii) kann f dann den Forderungen von Definition
11.4 gentigend definiert werden. m

Satz 11.7 erlaubt eine wesentlich einfachere Definition von primitiv-rekursiven
Funktionen und legt die Vermutung nahe, daf§ die Funktionen, mit denen wir in
der Praxis umgehen, iiberwiegend primitiv-rekursiv sind. So geniigen etwa die De-
finitionen der Multiplikation und der Fakultatsfunktion in nachfolgendem Beispiel
nicht dem starren Schema von Definition 11.4, die so definierten Funktionen sind
jedoch nach Satz 11.7 primitiv-rekursiv.

Beispiel 11.8. (Definition durch strukturelle Rekursion)
1. times(0,y) := 0 und times(x + 1, y) := plus(y, times(z,y)).
2. fact(0) := 1 und fact(xz + 1) := plus(times(fact(x), x), fact(z)). W

Mit Satz 11.7 kann man ein weiteres, méchtiges Definitionsprinzip angeben,
namlich die Definition von Funktionen durch gegenseitige Rekursion. Dieses De-
finitionsprinzip wird im folgenden noch niitzlich sein.

Satz 11.9. (Gegenseitige Rekursion)
Sei k > 0 und seien gi, . .., g; : N¥ +— N sowie hy, ..., h; : NNT1T% — N Funktionen.
Dann gilt

filw, 7) = ] (F(x, 7)) (11.1)

i

fiir alle Funktionen fy, ..., f; : N¥©1— N mit
1. £i(0,%) := ¢;(¥) und
2. fz(x —+ 1,f) = hz(f1<l',f), Ce ,fj(l‘,f), I,f)

und eine durch primitive Rekursion mittels g1, . . ., g, h1, . .., h;, W{, e ,7r§ definierte
Funktion F : NF*1 — N.
Beweis. Sei F': N¥T! +— N definiert durch

F(0,7) = m(q(T)....,9;(%)) (11.2)

Fr+1,7) = o((r(F(z,1),... 0 F 7)) 7),
(11.3)



Wir zeigen (11.1) fiir alle i € {1,...,j} durch Induktion iiber x:
Im Induktionsanfang gilt f;(0, %) = ¢:;(%7) = 7l (79 (g1(Z), . . ., g;())) = 7 (F(0, 7))
mit Definition von f; und (11.2). Im Induktionsschritt erhélt man

file +1,%) = hi(fi(z,T),..., fi(x,2),2,T) , mit Definition von f;
= hy(m](F(z, 1)), ... , W (F(2,7)),2,%) , mit Induktionshypothese
= 71l (F(x +1,)). , mit (11.3).
n

Korollar 11.10. (Primitiv-rekursive Funktionen durch gegenseitige Rekursion)

Sei k > 0 und seien g, ...,g; : N¥ — N sowie hy, ..., h; : NNT1% — N primitiv-
rekursive Funktionen. Dann sind die Funktionen fi,..., f; : N¥1— N, gegeben
durch

1. £i(0,%) := ¢;(¥) und
2. fz(x —+ ]_,f) = hz(f1<l’,ff), Ce ,fj(l’,f), I,f),

fiir allei € {1,...,j} primitiv-rekursiv. }
Beweis. Mit Satz 11.9 gilt (*) fi(x, ) = 7} (F (v, %)) fiir eine durch primitive
Rekursion mittels gy, ...,g;,h1,..., hj, 7, ..., j definierte Funktion F : N1 —

N. Mit Definition 11.4 ist F' primitiv-rekursiv, denn die Funktionen g;, h; und 7ri
sind primitiv-rekursiv, und mit (*) sind dann auch alle Funktionen f; primitiv-
rekursiv. m

Beispiel 11.11. (Gegenseitige Rekursion) Die Funktionen even : N — N und
odd : N +— N, definiert durch

1. even(0) == C0 =1,

2. even(z + 1) := P3(even(z), odd(z)) = odd(z),
3. 0dd(0) := C3 =0, und

4. odd(x + 1) := P?(even(z), odd(x)) = even(z)

sind mit Korollar 11.10 primitiv-rekursiv. Fiir die Begriffe aus Satz 11.9 ergibt
sich
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1. F(0) := 7*(CY, CY) = 7%(1,0) sowie
2. F(z+1) = a(Py(ni(F(2), 73 (F(x))), P1(xi (F(x), 73 (F ()
= m(m3(F(x)), 73 (F(x))),

und mit (11.1) dann even(z) = m3(F (z)) sowie odd(x) = 73(F(z)). Fiir F erhilt
man z.B.

o (1) =7*(m3(F(0)),n1(F(0))) = 7*(0,1),
o [(2) =r*(r3(F(1)),n¥(F(1))) = 7*(1,0),
o I(3) =7*(m3(F(2)),n(F(2)) = 7*(0,1),
o ... . [ |

11.3. Werteverlaufsrekursion

Bislang steht uns nur die strukturelle Rekursion zur Definition von Funktionen zur
Verfiigung, denn bei rekursiver Definition einer Funktion f ist im Rekursionsfall
nur der direkte Vorgénger x des Rekursionsparameters z 4 1 im rekursiven Aufruf

erlaubt. Beispielsweise ist so nicht ersichtlich, ob die Fibonacci-Funktion fib : N —
N, definiert durch

(1.) fib(0) :==1 und
(2.) fib(x + 1) :=if(z, plus(fib(z), fib(pred(x))), 1)

primitiv-rekursiv ist, denn Definitionsgleichung (11.4-2.) geniigt (wegen des rekur-
siven Aufrufs fib(pred(z)) ) weder Forderung (2.) von Definition 11.3 noch Forde-
rung (2.) von Satz 11.7.

In géingigen funktionalen Programmiersprachen diirfen Funktionen sogar Funk-
tionsparameter besitzen. Beispielsweise kann man dort eine Funktion SUM
Nx(N +— N) — N (Eingabe von SUM ist also eine natiirliche Zahl sowie eine
Funktion, die natiirliche Zahlen in natiirliche Zahlen abbildet) als

(11.4)

(1.) SUM(0, F) := F(0) und
(2.) SUM(z+1,F):= F(z +1) + SUM(z, F) (11.5)
angeben, und damit dann durch
(1.) exp2(0) :=1 und "

(2.) exp2(x+1) :=S(SUM(z, exp2))
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die Exponentiation zur Basis 2 definieren (es gilt ezp2(n) = 2").* Hier ist noch
weniger ersichtlich, ob mit (11.6-1.) und (11.6-2.) eine primitiv-rekursive Funktion
definiert wird.

Um dies zu untersuchen, betrachten wir die Funktion SUM eingehender: Es
gilt offensichtlich SUM (z, F) = F(x) + F(x — 1) + ... + F(0). Die Summanden
kénnen wir auch in einer Liste (F(x), F(z —1),..., F(0)) abspeichern, um dann
die Summe der Listenelemente zu bilden. Fiir exp2(x + 1) erhélt man so die Liste
(exp2(z), exp2(x —1),..., exzp2(0)). Diese Liste beschreibt den Werteverlauf bei
Berechnung von ezp2(x + 1).

Fiir eine Funktion exp2* : N — N, mit der man die 7%-Kodierung der Werte-
verlaufsliste von exp2 erhélt, d.h.

exp2*(x + 1) := 72 (exp2(x), 7 (exp2(x — 1),..., 7 (exp2(0),0)...)  (11.7)

gilt
exp2(x) = S(sum(x, exp2*(x))) (11.8)
denn man erhélt ezp2(z) ja durch Aufsummieren der Elemente der (dekodierten)

Liste exp2*(z). Hierbei verwenden wir die Hilfsfunktionen ntl, nth und sum,
definiert durch®

(1) ntl(0,y) :=y (4.) sum(0,y) :=0

(2.) ntl(x+1,y) =72 (ntl(z,y)) (5.) sum(x+1,y):=

(3.) nth(z,y) := 72 (ntl(z,y) plus(nth(x,y), sum(z,y)) .

(11.9)

Mit Satz 11.7 sind ntl, nth und sum primitiv-rekursive Funktionen. Mit (11.8)
kann ezp?2 allein durch (7) Einsetzung mittels (4i) primitiv-rekursiver Funktionen,
nédmlich S und sum, und (i) der Werteverlaufsfunktion exp2* definiert werden.
Wir zeigen, daf allein aus (i) — (i) folgt, dal exp2 primitiv-rekursiv ist.

Definition 11.12. (Werteverlaufsfunktion)
Fiir eine Funktion f : N¥*! s N ist die Werteverlaufsfunktion f* : N1 —» N
definiert durch

L f*(0,7):=0 und 2. f*(zx+1,%):=7*f(z,2), [*(z,7)). W

4 Auch die Paar-Funktion kann durch pair®(z, y) := minus(SUM (plus(z,y),S), pred(y)) mit-
tels SUM definiert werden, denn man zeigt leicht pair®(z,y) = 7%(x, y).

5 Bei diesen Funktionen wird y als die w2-Kodierung einer linearen Liste aufgefaft. Mit
ntl(x,y) erhédlt man dann die (Kodierung der) Liste, die aus der Dekodierung von y durch Eli-
mination der ersten « Elemente entsteht. Mit nth(z,y) erhdlt man das « + 1. Listenelement (der
Dekodierung) von y. Mit sum(z,y) werden schlieflich die ersten x Elemente der (dekodierten)
Liste y aufsummiert.

104



Da mit der Paar-Funktion 72 endliche Listen durch natiirliche Zahlen ko-

diert werden (7% entspricht dabei dem Listenkonstruktor, mit 7? erhilt man
das erste Element einer nicht-leeren Liste und mit 72 die Liste ohne das erste
Listenelement), reprisentiert f*(z + 1,7) die w2-Kodierung der Liste (f(z,Z),
flx—=1,7),..., f(0,7)).5 Wir zeigen, daB jede Funktion f (und ihre Werteverlaufs-
funktion f*) primitiv-rekursiv sein muf, falls f allein durch Einsetzung mittels
einer primitiv-rekursiven Funktion h und ihrer Werteverlaufsfunktion f* definiert
werden kann:

Satz 11.13. (Werteverlaufsrekursion, engl. course-of-values recursion)
Sei h : N¥*2 +— N primitiv-rekursiv und sei f : N1 +— N eine Funktion mit

flz,Z) = h(f*(z, %), 2, ) . (11.10)

Dann ist f primitiv-rekursiv.
Beweis. Fiir alle x € N, ¥ € NFgilt

f70,7) =0 (11.11)
mit Definition 11.12(1.) sowie
[ (@ +1,8) = 7 (h(f*(2,7), 2,7), [ (2, 7)) (11.12)
denn
[fz+1,2)
= 7(f(z,2), f*(z,7)) , mit Definition 11.12(2.)
= 7m2(h(f*(x,Z), 2, ), f*(x,Z)) , mit (11.10) .

Mit Satz 11.7 ist f* wegen (11.11) und (11.12) primitiv-rekursiv, und folglich ist
f mit (11.10) primitiv-rekursiv.” n

6 Da die durch f*(z, %) kodierte Liste genau = Elemente enthélt, die Linge dieser Liste also
bekannt ist, mufl die natiirliche Zahl 0 nicht von der Kodierung 0 der leeren Liste unterschieden
werden, vgl. Bemerkung 4.5. Beispielsweise stellt die Definition von sum in (11.9-4 und 11.9-5.)
sicher, daf} nicht versucht wird, das erste Element der leeren Liste zu bestimmen, falls z < der
Lénge der aus Dekodierung von y gewonnenen Liste ist.

" Das “Gegenstiick” zur Werteverlaufsrekursion ist die Noethersche Induktion mit der iibli-
chen (transitiven) <-Relation auf N. Hier zeigt man eine Behauptung Va:N. P(z) durch Nachweis
von P(0) und Va:N. (Va":N. 2’ <z + 1 — P(2')) — P(z + 1), wihrend man bei der Peano In-
duktion (dem “Gegenstiick” zur primitiven Rekursion) nur Va:N. P(x) — P(x+1) als Schrittfall
zur Verfiigung hat.
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Mit Nachweis von (11.8) rechtfertigt Satz 11.13 also die Behauptung, dafl exp2
tatséchlich primitiv-rekursiv ist.® Genauso folgt mit Satz 11.13 aus dem Nachweis
von

fib(z) = if (, plus (3 (fib*(x)), 75 (73 (fib" (x)))), 1) (11.13)

daBl die Fibonacci-Funktion primitiv-rekursiv ist.

11.4. Ein Rechenmodell fiir primitiv-rekursive Funktionen

Bei Definition der Programmiersprache P wurde eine explizite Trennung zwischen
Syntax und Semantik vorgenommen, d.h., zum einen wurde in Definition 2.1 fest-
gelegt, welche formalsprachlichen Ausdriicke iiberhaupt als Programme aufgefaf3t
werden, und zum anderen, was die Bedeutung solcher Programme ist. Mit Angabe
einer operationalen Semantik wurde in Definition 2.7 zugleich ein Rechenmodell
fiir P-Programme definiert.

Es fillt auf, dafl bei Definition des Begriffs der primitiv-rekursiven Funktionen
solch eine explizite Trennung zwischen Syntax und Semantik zu fehlen scheint,
und insbesondere, dafl iiberhaupt kein Rechenmodell angegeben wird. Dies hat
sicher historische Griinde, denn zu Beginn des letzten Jahrhunderts gab es noch
keine programmierbaren Rechner, geschweige denn Programmiersprachen.

Gleichwohl gibt es auch hier eine Unterscheidung zwischen Syntax und Seman-
tik, nur wird diese eben nicht weiter betont:? Die Definitionen 11.1, 11.2 und 11.3
geben die Syntax einer (fiktiven) Programmiersprache PRF fiir primitiv-rekursive
Funktionen an, denn dort wird festgelegt, welche objektsprachlichen Ausdriicke
iiberhaupt erlaubt sind, um primitiv-rekursive Funktionen zu definieren. Die Se-
mantik dieser Ausdriicke wird dann mit Definition 11.4 gegeben, denn hier ist von
semantischen Objekten — ndmlich Funktionen — die Rede, die ausschliellich durch
Gleichungen definiert werden, die den Definitionen 11.1, 11.2 und 11.3 geniigen.

Ein Rechenmodell wird — im Unterschied zu P-Programmen und den in Kapi-
tel 12 vorgestellten Turingmaschinen — dabei jedoch nicht formal definiert. Dies ist
vielmehr implizit durch die Anwendung der definierenden Gleichungen gegeben.
Solch ein Rechenmodell kann man durch einen Kalkiil explizit machen: Als Sprache
dieses Kalkiils verwenden wir die Menge 7 aller Terme iiber den Grundfunktio-
nen sowie den Funktionen, die durch Einsetzung oder primitive Rekursion definiert

8 Es gilt exp2(z+ 1) = 1+ exp2(z) + ... + ezp2(0) mit (11.5) und (11.6). Mit (11.9-5.)
gilt sum(z + 1,y) = ng + ... + n, fir die 72-Kodierung y einer Liste (n,,...,ng), und folglich
S(sum(x 4+ 1, exp2*(x + 1)) = 1 + exp2(0) + ... + exp2(x).

9 Ohne solch eine Unterscheidung konnten die primitiv-rekursiven — und darauf aufbauend
die p-rekursiven — Funktionen auch schwerlich ein Beitrag zur Berechenbarkeitstheorie sein.
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PE(ty,.. . ) f(t)
Py = B @, )
£(2,7) f(Sm).7)
(Prl) o) (Pr2) ) D) falls n € N
. falls t = ¢’ und
(Pr3) g(t,t) g=Soder g ist

g(t,t) = durch primitive
Rekursion definiert

Abbildung 11.2: Ein Kalkiil fiir primitiv-rekursive Funktionen

sind, und N'C 7 bezeichnet die Menge aller Terme iiber Z und S. Die Kalkiilregeln
(P), (E) (Prl) und (Pr2) in Abbildung 11.2 gewinnt man unmittelbar aus den De-
finitionen 11.1, 11.2 und 11.3, wobei angenommen wird, dafl bei primitiver Rekur-
sion Funktionen in der Form f(Z,Z) := ¢(¥) sowie f(S(x),Z) := h(f(x,Z),x, %)
gegeben sind. Die zusétzliche Regel (Pr3) ist erforderlich, um etwa Ausdriicke
der Form plus(plus(ny,ng),ng) auszurechnen, indem zunéchst plus(ni, ny) mittels
(Pr3) zu ny ausgerechnet wird, um anschlieflend plus(ny, n3) auszurechnen (denn
ohne (Pr3) wére keine Regel auf plus(plus(ny,ny), ng) anwendbar).

Die Regeln des Kalkiils definieren eine Relation =C 7 x 7 durch: t; =
gdw. i—; eine Regel des Kalkiils ist. Gerechnet wird durch schrittweise Anwendung

der Kalkiilregeln, wobei gilt:*°
n € N ist das Ergebnis der Berechnung von t € T gdw. t = n.

Die Semantik der Terme aus N ist durch Definition 11.1(1, 2) gegeben, wodurch
jedes n € N durch den Term S (Z) reprisentiert wird. Mit = wird damit das
Rechenmodell fiir primitiv-rekursive Funktionen explizit gemacht. Beispielswei-
se entsteht die Berechnung von plus(1,2) aus Abbildung 11.1 durch Anwendung
dieser Kalkiilregeln.'! Man kann so einem nach Definition 11.4 gegebenen Funk-
tionssymbol f die primitiv-rekursive Funktion [[f] : N* — N durch

[f1(n1,...,n) = n gdw. f(S("l)(Z)7 . ,S(”k)(Z)) o S(n)(Z)

10" =* bezeichnet die reflexive und transitive Hiille von =
1 Formal prézise erhiilt man die Herleitung plus(S(Z),S(S(Z))) = ... = S(S(S(2))).
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als operationale Semantik zuordnen, und [PRF] bezeichnet dann die Klasse aller
primitiv-rekursiven Funktionen.!?

11.5. loop-berechenbare Funktionen

Man kann zeigen, daf} jede primitiv-rekursive Funktion PP-berechenbar ist. Es kann
sogar eine noch stéirkere Aussage bewiesen werden:

Mit den while-Anweisungen der Programmiersprache P kann man beliebige
Schleifenprogramme schreiben. Insbesondere auch solche Programme, die nur
Schleifen in der Art von for-Schleifen enthalten, die aus Programmiersprachen wie
FORTRAN, PASCAL oder ADA bekannt sind. Solche Schleifen terminieren immer,
denn die Anzahl der Abarbeitungen des Schleifenrumpfs ist immer durch einen fes-
ten Wert begrenzt. Wir nennen P-Programme, die nur Schleifen in der Art von for-
Schleifen enthalten 1oop- Programme, und Funktionen, die durch loop-Programme
berechnet werden konnen, loop-berechenbar. Man kann zeigen, dafl die Klasse
der primitiv-rekursiven Funktionen identisch der Klasse der loop-berechenbaren
Funktionen ist.

Definition 11.14. (loop-Programme, Programmiersprache Pioop)
Wir erlauben in P-Programmen loop-Anweisungen, d.h. zusétzliche Programm-
anweisungen der Form

loop y do STA end_loop

wobei y eine lokale Variable, die sogenannte Laufvariable der loop-Anweisung,
und STA eine Programmanweisung ist, in der y nicht vorkommt.

FEin loop-Programm ist ein P-Programm, in dem (anstatt while-Anweisungen)
nur loop-Anweisungen vorkommen.3 Proop bezeichnet die Menge aller 1oop-Pro-
gramme, und Pioop [k] C P [k] ist die Menge aller P oop-Programme mit k formalen
Parametern. ]

Die Semantik eines loop-Programms definieren wir durch Ubersetzung in die
Programmiersprache P:

12 Wie man sich leicht iiberzeugt ist der Kalkiil deterministisch, d.h. auf jeden Term t € T
ist hochstens eine Kalkiilregel anwendbar. Des weiteren zeigt man leicht, dafl es fiir jeden Term
t € T genau ein n € N mit t =* n gibt.

13 Insbesondere ist P ein loop-Programm, wenn P weder while- noch loop-Anweisungen
enthilt.
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procedure PLUS(x,y) <= procedure FAC(x) <=

begin var res,z; begin var res,y,z;
res :=y; res =1;
Z 1= X; yi=X;
loop z do res := SUCC(res) end_loop; Z =X,
return(res) loop y do
end res := TIMES(z,res);
z := PRED(z)
procedure TIMES(x,y) <= end_loop;
begin var res,z; return(res)
res :=0; end
Z = X;
loop z do res := PLUS(res,y) end_loop;
return(res)
end

procedure PLUS(x,y) <=

begin var res,z;
res:=y; z:=X;
while z # 0 do res := SUCC(res); z:= PRED(z) end while;
return(res)

end

procedure TIMES(x,y) <=
begin var res’,z’,res,z;
res' :=0; z':=x;
while z'# 0 do
res:=y; z:=res;
while z # 0 do res := SUCC(res); z:= PRED(z) end_while;
res’ = res;
z':= PRED(Z')
end_while;
return(res’)
end

Abbildung 11.3: Pyoep-Programme (und ihre P—Ubersetzungen) zur Berechnung
der Addition, der Multiplikation sowie der Fakultdtsfunktion
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Definition 11.15. (Semantik von loop-Programmen)
Eine loop-Anweisung der Form “loop y do STA end_loop” wird aufgefalit als
abkiirzende Schreibweise fiir eine while-Anweisung der Form

while y # 0 do
STA;
y := PRED(y)
end while . |

In Definition 11.14 garantiert die Forderung fiir Laufvariable, daf3 diese im
Rumpf einer loop-Anweisung nicht verédndert werden konnen. Damit wird sicher-
gestellt, dal loop-Anweisungen auch tatséchlich genauso wie for-Schleifen ab-
gearbeitet werden. Andernfalls wiren loop-Anweisungen der Form loop y do
y := SUCC(y) end_loop mdglich, mit denen man durch

while y # 0 do

y := SUCC(y);
y := PRED(y)
end while

nicht-terminierende Programmfragmente erhielte.'*

Beispiel 11.16. (loop-Programme) Abbildung 11.3 definiert loop-Programme
zur Berechnung von Addition, Multiplikation und der Fakultétsfunktion, sowie
die P-Programme fiir Addition und Multiplikation, die bei Elimination der Hilfs-
prozeduren und der Ubersetzung der loop-Anweisungen in while-Anweisungen
entstehen. W

Wir zeigen nun mit den folgenden Sétzen, daf die Klasse der 1oop-berechenba-
ren Funktionen identisch der Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist.

Satz 11.17. Jede primitiv-rekursive Funktion ist P1..p-berechenbar.

Beweis. Ausgehend von der induktiven Definition der primitiv-rekursiven
Funktionen definieren wir fiir jede primitiv-rekursive Funktion f : NF— N ein
Proop-Programm Py € Pioop[k] mit [Pf] = f.

14 Um nicht-Terminierung auszuschliefen reicht es, lediglich Zuweisungen an Laufvariable
zu verbieten. Die Verwendung von Laufvariablen y in Programmausdriicken wird nur aus be-
weistechnischen Griinden verboten, da dies andernfalls den Beweis von Satz 11.21 durch die
implizite Zuweisung y := PRED(y) unnétig erschweren wiirde. Dort, wo ein “lesender” Zugriff auf
die Laufvariable erforderlich ist, mufl dann ein “Doppelginger” verwendet werden, wie etwa die
Programmvariable z in der Prozedur FAC aus Abbildung 11.3.
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procedure P’f(x,xl,. .,xK) <= procedure Ps(x,x1,...,xk) <=

begin var y,z,R; begin var y,z,R;
R:=Pg(x1,...,xk); R:=Pg(x1,...,xk);
V= X; yi=X;

Z = X; zZ = X;
loop z do while z # 0 do
R := Py (R,MINUS(x,y),x1,...,xk);  R:=Py(R,MINUS(x,y),x1,...,xk);
y := PRED(y) y := PRED(y);
end_loop; z := PRED(z)
return(R) end while;
end return(R)
end

Abbildung 11.4: Die Prozeduren P, und P; zum Beweis von Satz 11.17

Induktionsanfang “f ist eine Grundfunktion”: Fiir die Pyop-Programme

procedure Z() <= begin vary; y:
procedure 3(x) <= begin vary; y:
procedure P¥(xy,...,%,) <= begin vary; y:

0; return(y) end
SUCC(x); return(y) end
x;; return(y) end

gilt [Z] = Z, [S] =S und [P§] = P;.

Induktionsschritt “f ist definiert durch Einsetzung”: Sei f gegeben durch
f(@) := g(hi(Z), ..., hy(Z)). Dann sind die Funktionen hy, ..., h,, und g primi-
tiv-rekursiv und somit nach Induktionsvoraussetzung Pioop-berechenbar. Mit dem
Beweis von Satz 3.3 ist dann auch f Pioep-berechenbar, denn in diesem Beweis
werden keine while-Anweisungen verwendet.

Induktionsschritt “f ist definiert durch primitive Rekursion”: Sei f gegeben
durch f(0,%) := g(Z) und f(x + 1,%) := h(f(z,Z),z,Z). Dann sind die Funk-
tionen g und h primitiv-rekursiv und somit nach Induktionsvoraussetzung Pioop-
berechenbar, etwa durch Pieep-Prozeduren P, und Pj,. Damit definieren wir eine
Proop-Prozedur P}, aus der wir durch Elimination der loop-Anweisung die P-
Prozedur Py erhalten, s. Abbildung 11.4. Fiir die while-Anweisung dieser Proze-
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dur gilt bei Aufruf von Ps(n,n) die Schleifeninvariante

while z # 0 do ... end_while (11.14)

{nzyAR=f(n—ymn)}

denn firn > y AN R = f(n — y,n) sowie y # 0 erhédlt man nach einmaliger
Ausfiihrung des Schleifenrumpfs R = [Py]|(f(n — (y + 1),7),n — (y + 1),17) =
h(f(n—(y+1),7),n—(y+1),7m), da mit der Induktionshypothese [P,] = h gilt.
Fiirn' :=n — (y+ 1) gilt damit R = h(f(n/,7),n',7) = f(n' +1,7). Mit n >y
vor Ausfithrung des Schleifenrumpfs gilt nach Ausfiihrung n > y + 1, also n > v,
damit dann n’ + 1 =n —y und somit R = f(n — y,n).

Mit n =y und R = [P,](7) = ¢g(7) = f(0,7) = f(n — y, 1) ist die Schleifen-
vorbedingung auch vor der erstmaligen Ausfiihrung der while-Anweisung erfiillt,
und folglich gilt R = f(n—y, ) mit (11.14) nach der letztmaligen Ausfiihrung des
Schleifenrumpfs. Da y = 0 nach Terminierung der while-Anweisung gilt, erhélt
man schlieflich R = f(n,7i) als Ergebnis der Ausfithrung von P¢(n,7i). m

Bemerkung 11.18. Mit den Begriffen aus Abschnitt 11.4 lautet die Behauptung
von Satz 11.17:
Vo € N* — N. ¢ € [PRF]] ~ ¢ € [Proop)- (11.15)

FEine dquivalente Formulierung von (11.15) ist die Aussage
Vf € PRF. 3P € Proop. [[f]] = [P]. (11.16)

Angenommen, wir geben eine totale Funktion c : PRF — Piop an, so dafi wir

vf e PrE. [f] = [c(/f)] (11.17)

beweisen kénnen. Dann ist auch (11.16) — und folglich (11.15) — gezeigt, denn
(11.17) impliziert offensichtlich (11.16). Wenn wir sogar eine algorithmische Funk-
tion ¢ angeben, so beschreibt ¢ einen Compiler, der Programme der (fiktiven)
Programmiersprache PRF fiir primitiv-rekursive Funktionen in dquivalente Pioop-
Programme iibersetzt.

Tatséchlich haben wir Satz 11.17 durch Nachweis der stéirkeren Behauptung
(11.17) bewiesen, denn wir haben fiir jede Definition f einer primitiv-rekursiven
Funktion ein P1oop-Programm c(f) — im Beweis durch P’f bezeichnet — angegeben,
das die gleiche Funktion wie f berechnet. Da der Beweis von Satz 11.17 konstruk-
tiv ist (vgl. Abschnitt 3.3), ist die Funktion c sogar algorithmisch: Wir kénnen
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aus dem Beweis direkt ablesen, wie zu einer gegebenen Definition f einer pri-
mitiv-rekursiven Funktion ein dquivalentes Pyoop-Programm c(f) zu konstruieren
ist.

Anders gesagt, Satz 11.17 wurde bewiesen, indem ein Compiler fiir PRF-Pro-
gramme zundichst spezifiziert und dann gezeigt wurde, dafl dieser Compiler auch
korrekt ist.

Zum Nachweis, daf} jedes loop-Programm eine primitiv-rekursive Funktion be-
rechnet, simulieren wir die Interpretation von loop-Programmen durch primitiv-
rekursive Funktionen. Dazu miissen wir zeigen, dafl die Interpretationsfunktionen
value und eval, vgl. Definitionen 2.6 und 2.7, primitiv-rekursiv sind (vorausge-
setzt, dafl eval nur auf Py,ep-Programme angewendet wird). Wir definieren dazu:

Definition 11.19. ([EXPR] und [STA(y)])

Sei EXPR ein Programmausdruck sowie STA eine Programmanweisung von P, in
denen genau k Programmvariable yi, ...,y vorkommen, und sei ME C N x N
mit @ = (nq,...,ng), so daB value(ME,y;) = n; fiir jedes i € {1,...,k}. Dann ist
die Funktion [EXPR] : N* — N definiert durch

[EXPR](77) := value( M}, EXPR) .

Weiter definieren wir fiir jedes i € {1,...,k} eine Funktion [STA(y,)] : N* — N
durch )
[STA(y,)](77) := value(eval(Mp,STA),y;) . W

Wir zeigen zuerst, dafl value primitiv-rekursiv ist:

Satz 11.20. Fiir jeden Programmausdruck EXPR ist [EXPR] primitiv-rekursiv.

Beweis. Seien yi,. ..,y die Programmvariablen von EXPR, und sei Mj C
N x N mit i = (ny,...,n), so dal value(ME,y;) = n; fiir jedes i € {1,...,k}.
Wir zeigen die Behauptung durch strukturelle Induktion iiber EXPR.

Induktionsanfang “EXPR = m € N”: Es gilt [EXPR](77) = value(Mp, m) = m =
Ck(17), und mit Lemma 11.5(1) ist [EXPR] primitiv-rekursiv.

Induktionsanfang “EXPR = y,”: Es gilt [EXPR](77) = value(ME,y;) = n; =
P¥(7), und mit Definition 11.4(1) ist [EXPR] primitiv-rekursiv.
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Induktionsschritt “EXPR = SUCC(EXPR')”: Es gilt

[EXPR](i7)
= walue(MJ, SUCC(EXPR'))
= 1+ value(ME,EXPR')
= 1+ [EXPR'](7)
= S([EXPR](17))

und mit Definition 11.4(2) ist [EXPR] primitiv-rekursiv, denn die Funktion [EXPR']]
ist nach Induktionshypothese primitiv-rekursiv.

Induktionsschritt “EXPR = PRED(EXPR')”: Man erhdlt

0 , falls value(ME EXPR') = 0
[EXPR(77) = )
m , falls value(Mp,EXPR') = m + 1

und folglich

[EXPR'](77), falls [EXPR']|(77) = 0
[EXPR](i7) =
[EXPR'[(77) — 1, falls [EXPR'](7)) > O .

Damit gilt [EXPR](77) = pred([EXPR'](7)), und mit Lemma 11.5(2) sowie Defi-
nition 11.4(2) ist [EXPR] primitiv-rekursiv, denn die Funktion [EXPR'] ist nach
Induktionshypothese primitiv-rekursiv. m

Als néchstes zeigen wir, daf3 die Interpretationsfunktion eval ebenfalls primi-
tiv-rekursiv ist, solange diese nur auf Anweisungen von loop-Programmen ange-
wendet wird: Fiir eine Programmanweisung STA berechnen wir die Speicherbele-
gung, die bei Ausfithrung von STA entsteht, und bestimmen damit dann den Wert
jeder Programmvariablen nach Ausfithrung von STA. Mit [STA(y)] erhilt man so
fiir jede Programmvariable y von STA eine primitiv-rekursive Funktion, die eine
Speicherbelegung (vor Ausfithrung von STA) in den Wert der lokalen Variablen y
(nach Ausfithrung von STA) abbildet.

Satz 11.21. Fiir jede Anweisung STA eines P1qop-Programms und jede Programm-
variable y in STA ist [STA(y)] primitiv-rekursiv.

Beweis. Seien y, . . .,y die Programmvariablen von STA und sei M C N x N
mit i = (nq,...,n), so daBvalue( M3, y;) = n; fiir jedesi € {1, ..., k}. Wir zeigen
die Behauptung fiir jedes y; mit i € {1,...,k} durch strukturelle Induktion iiber
STA.
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Induktionsanfang “STA = SKIP”: Es gilt

[STA(y;)](7)
= walue(eval(M},SKIP),y;) , mit Def. 11.19

= wvalue(ME,y,) , mit Def. 2.7
= n; , mit Def. 2.6
= Pf(ﬁ)7

und mit Definition 11.4(1) ist [[STA(y,)] primitiv-rekursiv.

Induktionsanfang “STA = y;, := EXPR”: Es gilt

[STA(Y)I(7)
= wvalue(eval(Mp,yy = EXPR),y;) , mit Def. 11.19

value(MJ [y, < [EXPR](7)],y:) , mit Def. 2.7
value(M](D”1 """ =t [EXPRI(T) ™) v.). , mit Def. 2.4

Fiir i = h erhélt man damit [STA(y,)](7) = [EXPR](7), und mit Satz 11.20 ist
[STA(y,)] primitiv-rekursiv. Fiir i # h gilt [STA(y,)](7) = n; = P¥(%), und mit
Definition 11.4(1) ist [STA(y,)]] auch in diesem Fall primitiv-rekursiv.

Induktionsschritt “STA = if EXPR then STA1 else STA2 end_if”: Man erhélt

value(eval(ME,STA1),y;), falls value( ME, EXPR) > 0

[STA(y:)](77) = ) )
value(eval (M}, STA2),y;), falls value( M}, EXPR) = 0,

und folglich

[STAL(y,)(77), falls [EXPR](7) > 0

[STA(y:)][(77) =
[STA2(y,)]|(77), falls [EXPR](77) = O.

Damit gilt [STA(y;)](7i) = if([EXPR](77), [STA1(y,)[(17), [STA2(y,)](77)), und mit
Lemma 11.5(3), Satz 11.20 und Definition 11.4(2) ist [STA(y;)] primitiv-rekursiv,
denn [STA1(y,)] und [[STA2(y,)]| sind nach Induktionsvoraussetzung primitiv-re-
kursiv.
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Induktionsschritt “STA = STA1; STA2”: Fiir (i) n} := value(eval(ME, STA1),y;)
und (ii) ' == (n},...,n}) erhdlt man

[STA(y:)](7)

= wvalue(eval(ME,STAL; STA2),y;) , mit Def. 11.19

= walue(eva l(eval(M].?,STAl) STA2),y;) , mit Def. 2.7

= value(eval (M} [y1 < ny,...,yx < n}],STA2),y;) , mit Def. 2.8 und (i)
= wvalue(ev l(Mﬁ ,STA2),y;) , mit Def. 2.4 und (ii).

Damit gilt value(eval(MJ ,STA2),y;) = [STA2(y,)] (i) sowie n) = [[STAL(y,)](7),
also

[STA(y:)1(7) = [STA2(y,)I([STAL(y,)](70), - - ., [STAL(y,)](77)) -

Nach Induktionsvoraussetzung sind [[STA1(y,)] und [STA2(y,)] primitiv-rekursiv,
und folglich ist [STA(y;)]] nach Definition 11.4(2) ebenfalls primitiv-rekursiv.

Induktionsschritt “STA = loop y, do STA’ end_loop”: Wir nehmen o0.B.d.A.
h = 1 an und definieren fiir jedes i € {2,...,k} eine Funktion f; : N¥ — N
durch'®

fi(n, @) == value(eval ™ (ME, STA), y,) (11.18)
Damit gilt
[STA(y:)](77) = fi(rn, ) - (11.19)
Man erhélt
fi(0, ) = P¥(2) (11.20)
denn .
fz(ovn) -
= value(eval® (ME,STA),y;) , mit (11.18)
= walue(ME,y;) , mit Def. eval™
= P(7)
sowie
filw +1,7) = [STN(y,)[(fa(, T), . .., ful2, 7)) (11.21)

15 Es gelte eval™ (Mp,STA) := Mp und eval ™V (Mp, STA) := eval(eval™ (Mp, STA), STA).
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denn fiir (i) n} = value(eval™ (MJ,STA),y;) und (i) @ = (n),...,n}) erhélt
man

filn +1,7)
= value(eval("ﬂ)(Mﬁ,STA’) Vi) , mit (11.18)
value(eval(eval(” (MP,STA’) STA), y:) , mit Def. eval™
value(eval( MR [yo «<— nly, ..., yr < n}],STA),y;) , mit Def. 2.8 und (i)
value(ev al(MP ,STA), v:) , mit Def. 2.4 und (ii)
[STA (y,)]|(77") , mit Definition 11.19
(y)I(fa(n, ), - o, fi(n, 7)) , mit (1), (i) und (11.18).

Wegen (11.20) und (11.21) sind alle Funktionen f; mit Korollar 11.10 pri-
mitiv-rekursiv, denn alle Funktionen [STA'(y,)] sind nach Induktionsvorausset-
zung primitiv-rekursiv. Mit (11.19) ist dann auch jede Funktion [STA(y;)]|] mit
i € {2,...,k} primitiv-rekursiv. SchlieBlich gilt [STA(ys)] = 0, vgl. Definition
11.15, und damit sind alle Funktionen [[STA(y;)] primitiv-rekursiv. m

= [STA(y,)

Der Nachweis, dafl jede loop-berechenbare Funktion auch primitiv-rekursiv
ist, folgt jetzt unmittelbar:

Korollar 11.22. Jede Py,op-berechenbare Funktion ist primitiv-rekursiv.
Beweis. Sei

procedure P(x,,...,x;) <=
begin var y,,...,y;; STA; return(yi) end

ein Pioop-Programm. Dann gilt [P]|(77) = value(eval (M}, STA),y;) = [STA(y,)](7),
und mit Satz 11.21 ist [P] primitiv-rekursiv. m

Bemerkung 11.23. Auch der Beweis von Satz 11.21 ist konstruktiv, denn fiir
jede lokale Variable y; in einer Programmanweisung STA wird eine konkrete Defi-
nition g; fiir eine primitiv-rekursive Funktion [g;]| angegeben, fiir die dann [g;]] =
[STA(y,)]) gilt. Somit wird auch Korollar 11.22 (wie schon dessen Riickrichtung in
Satz 11.17) durch Spezifikation und Verifikation eines Compilers ¢ : Pioop — PRF
bewiesen, vgl. Anmerkung 11.18.
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11.6. Die Ackermann-Funktion
Man zeigt leicht, daf jede primitiv-rekursive Funktion total ist:

Satz 11.24. Jede primitiv-rekursive Funktion ist total.
Beweis. Sei f eine beliebige primitiv-rekursive Funktion. Wir zeigen die Tota-
litédt von f durch Induktion iiber den Aufbau der primitiv-rekursiven Funktionen.

Induktionsanfang “f ist eine Grundfunktion”: In diesem Fall ist die Behaup-
tung offensichtlich.

Induktionsschritt “f ist definiert durch Einsetzung”: Fiir f(Z) := g(h1(Z), ...,
hm(Z)), vgl. Definition 11.2, sind die Funktionen hy, ..., h,, und g nach Induktions-
voraussetzung total. Damit muf3 auch f total sein.

Induktionsschritt “f ist definiert durch primitive Rekursion”: Fiir f, gegeben
wie in Definition 11.4, definieren wir fiir jedes x € N eine Funktion f, : N*— N mit
fo(Z) := f(z, %) und zeigen durch Induktion iiber x, daB jede dieser Funktionen
total ist.

Induktionsanfang x = 0: Es gilt fo(Z¥) = f(0,%) = ¢(Z), also ist fy total, da
g nach Induktionsvoraussetzung (der &uBeren Induktion) total ist.

Induktionsschritt z = 2'+1: Es gilt f.1(Z) = f(2'+1,7) = h(f(2/, 7), 2, )
= h(fw (%), 2, Z). Nach Induktionsvoraussetzung (der inneren Induktion) ist
fz total, und h ist nach Induktionsvoraussetzung (der &uBeren Induktion)
ebenfalls total. Folglich muf$ auch f,/,, total sein.

Damit ist auch f total, denn fiir beliebige natiirliche Zahlen x, T gilt f(x, %) =
f2(Z), und mit der Totalitét von f, ist dann auch f(z, ) definiert. m

Aus Abschnitt 10.1 wissen wir, daf es fiir jede Programmiersprache, in der nur
totale Funktionen programmiert werden kénnen, eine totale berechenbare Funk-
tion gibt, die durch kein Programm dieser Programmiersprache berechnet werden
kann. Fassen wir das Definitionsprinzip fiir primitiv-rekursive Funktionen als Pro-
grammiersprache auf, so folgt mit Satz 11.24 sofort, daf} es eine totale berechenbare
Funktion gibt, die nicht primitiv-rekursiv ist.

Ein konkretes Beispiel dafiir wurde zuerst von W. Ackermann angegeben und
spiter von R. Peter vereinfacht. Man definiert die (vereinfachte) Ackermann-
Funktion ack: N x N — N durch
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1. ack(0,y) :=y+ 1,
2. ack(x +1,0) := ack(x,1), und
3. ack(z + 1,y + 1) := ack(x, ack(z + 1,y)).

Satz 11.25. Die Ackermann-Funktion ist total.
Beweis. Sei (z,y) > (2',y') gdw. x > 2’ oder x = 2/ und y > y'. Wir zeigen
ack(x,y) € N fiir alle x,y € N durch Induktion tiber >>.

Induktionsanfang (0,y): Dann gilt ack(0,y) :=y+ 1 € N.

Induktionsschritt (x + 1,0): Nach Induktionsvoraussetzung gilt ack(x,1) € N
und mit ack(x + 1,0) = ack(x,1) dann auch ack(x 4+ 1,0) € N.

Induktionsschritt (z 4+ 1,y + 1): Nach Induktionsvoraussetzung gilt ack(x +
1,y) € N sowie dann auch ack(z,ack(x + 1,y)) € N. Mit ack(z + 1,y + 1) =
ack(x, ack(x + 1,y)) erhélt man ack(z +1,y+1) € N. =

Es gilt:
Satz 11.26. Die Ackermann-Funktion ist nicht primitiv-rekursiv.

Zum Beweis von Satz 11.26 zeigt man, daf ack stérker als jede primitiv-rekur-
sive Funktion wéchst. Einen formalen Beweis dafiir findet man beispielsweise in
[Hermes(1971)] und [Wagner(1994)].

Bemerkung 11.27. In Abschnitt 11.1 wurden verallgemeinerte Definitionssche-
mata fiir primitiv-rekursive Funktionen angegeben, wobei jedoch geschachtelte
Rekursionen, d.h. Ausdriicke der Form f(... f(...)...) auf der rechten Seite ei-
ner definierenden Gleichung nicht erlaubt wurden. Mit Satz 11.26 wird auch der
Grund fiir dieses Verbot offensichtlich. Dies bedeutet natiirlich nicht, daf3 mit
geschachtelten Rekursionen nur Funktionen definiert werden kénnen, die nicht pri-
mitiv-rekursiv sind. Beispielsweise wird mit f(0) := 0 und f(x+1) := 1+ f(f(x))
eine primitiv-rekursive Funktion definiert, denn man zeigt leicht f(n) = n fiir alle
n € N durch Induktion iiber n. Allerdings wandelt man bei geschachtelten Rekur-
sionen auf einem schmalen Grat: Die (fast genauso wie f definierten) Funktionen
[/ und f", gegeben durch f'(0) := 1 und f'(x+1) := 1+ f'(f'(x)) sowie f"(0) := 0
und f"(x + 1) := 2+ f"(f"(x)) sind nicht total (und mit Satz 11.24 dann auch
nicht primitiv-rekursiv).
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11.7. p-rekursive Funktionen

Da mit primitiver Rekursion nicht alle berechenbaren Funktionen definiert werden
kénnen, wird ein zusétzliches Definitionsprinzip eingefiihrt:

Definition 11.28. (Definition durch Minimierung, p-Operator)
Sei f : N1~ N eine Funktion mit k > 0 und sei die Funktion pf: NF— N
gegeben durch

x , falls f(z,7) =0 und f(2',7) € N\ {0} fiir alle 2’ < x
1, andernfalls.

Dann ist die Funktion pf definiert durch (unbeschrinkte) Minimierung (der
Funktion f). W

Beispiel 11.29. (Definition durch Minimierung)
1. Es gilt pplus(0) = 0 und pplus(y + 1) = L sowie ptimes(y) = 0.

2. Sei g : N x N — N definiert durch g(x,y) = y — 2. Es gilt pg(y) = z gdw.
y—22=0undy—z? € N\ {0} fiir alle z < z, d.h. 2> < y < 2%, also

Z < \/y < z. Damit gilt pg(y) = [\/y], d.-h. pg(y) approximiert ,/y als die
kleinste natiirliche Zahl, deren Quadrat gréfier oder gleich y ist.

3. Sei f : N x N N definiert durch fy(z,y) = (h(z) —y) + (y — h(z)) fiir
eine berechenbare Funktion h : N — N. Mit puf,(y) = z gilt fiir alle 2’ < z:

(
0N (h(2') =y) + (y = h(2')) € N\ {0}
h(z) = 0A((h(z') =) # 0V (y = h(2')) # 0)

gdw. h(z)—y=0Ay—
gdw. h(z) <y <h(z)A () >yVy>h(Z))
gdw. h(z) =y # h()

Damit berechnet pfy(y) das kleinste h-Urbild z von y, falls y € Bild(h)
und {0, ...,z — 1} C Def(h). Fiir y ¢ Bild(h) gilt pfr(y) = L, und folglich
Def (ufy) C Bild(h).

(1) Ist h nicht total, so gilt |Def (ufr)| < 0o, d.h. die Minimierung nicht-
totaler Funktionen ist wenig niitzlich, vgl. Bemerkung 11.32. Man erh&lt
2.B. Def (11f1og,(y)) = 0, denn log,(0) = L.1

16 Mit log,(27) := 2 und log,(y) = L, falls y keine 2er-Potenz ist.
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(i1) Ist h total, so gilt Def(ufn) = Bild(h), also z.B. pufs(0) =L und
wfs(y + 1) = y sowie pufa(y) = logy(y), falls y eine 2er-Potenz ist,
und jifo2(y) = L andernfalls.

(111) Ist h total und surjektiv, so ist pf, ebenfalls total, wie beispielsweise
bei i fiapp(y) =2y. W

Ist f : N*1L— N eine berechenbare Funktion, so kénnen wir uf(77) fiir alle
ii € NF allein mittels f berechnen: Fiir n := 0 starten wir die Berechnung von
f(n,m). Gilt f(n,7n) =1, so endet diese Berechnung nicht, folglich endet auch
die Berechnung von pf (77) nicht, und wir erhalten uf(77) = L. Andernfalls testen
wir, ob f(n,7) = 0 gilt. Im positiven Fall ist dann n das Ergebnis von puf (7).
Im negativen Fall setzen wir n := n + 1 und beginnen von vorne. Damit erhalten
wir das kleinste n mit f(n,n) = 0 sowie f(n',7) € N\ {0} fiir alle n’ < n als
Ergebnis von puf(77), falls ein n mit f(n,n) = 0 iiberhaupt existiert. Andernfalls
gilt entweder (i) f(n,7) € N\ {0} fiir alle n € N oder aber (ii) f(n,7n) ¢ N und
f(n/,7) € N\ {0} fiir alle »’ < n. In Fall (%) hilt die Schleife nie, und damit ist
1 das Ergebnis von puf (7). In Fall (i) gilt f(n,7) =L, und folglich erhilt man
auch hier L als Ergebnis von uf (7).

Anhand dieser Uberlegung ist offensichtlich, daB man mittels des p-Operators
ein Konzept in Art einer Schleife erhilt, denn die Funktion f wird solange mit
(festem 77 und) jeweils um 1 erhohtem Argument n aufgerufen, bis das Schleifenab-
bruchkriterium “f(n, ) = 0” erfiillt ist. Damit erhélt man ein explizites Rechen-
modell fiir (die nachfolgend definierten) p-rekursive Funktionen durch Erweiterung
des Kalkiils aus Abschnitt 11.4 um drei zusitzliche Regeln wie in Abbildung 11.5.17
Hierbei ist p f eine Hilfsfunktion, die die “Hochzéhlschleife” des pu-Operators mod-
elliert: Mit (M1) wird die Laufvariable dieser Schleife mit Z initialisiert, mit (M2)
erhilt man das Ergebnis von pf (f), falls ein solches existiert, und mit (M3) wird
die Laufvariable bei Fehlschlag von (M2) um 1 erhoht.

Damit wird auch die Motivation fiir die Forderung (*) “f (2, z) € N\ {0} fiir
alle 2’ < x” aus Definition 11.28 ersichtlich: Ersetzt man (*) durch (**) “f(2/, Z) #
0 fiir alle 2’ < 2”7, also “f(2/,%) =L oder f(2/,%) € N\ {0} fiir alle 2/ < 27, so
kann gf (selbst fiir eine berechenbare Funktion f) nicht notwendigerweise iterativ
berechnet werden.

17 Bei diesen Regelschemata steht & fiir eine Folge beliebiger Ausdriicke, bestehend aus Funk-
tionssymbolen und natiirlichen Zahlen. Der Wert n € N fiir die Laufvariable darf nur durch (M1)
— (M3) gesetzt werden.
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() ()
uf (2,1
uf(n,t) falls n € N und
(M2) n " f(n,t)=*Z
pf (n, ) falls f(n,t ) =* S(n’)
(M3) MA(S n),f) " mitn,n’ € N

Abbildung 11.5: Erweiterung des Rechenmodells fiir den pu-Operator

Beispiel 11.30. (p-Operator) Sei die Funktion f : N +— N definiert durch f(0) :=
L und f(x+1) := 0. Nach Definition 11.28 gilt uf = 1, denn f(0) := L1, und man
erhélt genau dieses Ergebnis bei iterativer Berechnung von f. Ersetzt man jedoch
Forderung (*) in Definition 11.28 durch die Forderung (**), so gilt uf = 1, die
iterative Berechnung von f liefert jedoch L. N

Ausgehend von den Grundfunktionen erlauben wir jetzt bei Angabe einer
Funktion neben “Definition durch Einsetzung” und “Definition durch primitive
Rekursion” auch “Definition durch Minimierung”. Man erhélt so die Klasse der
p-rekursiven Funktionen als eine echte Obermenge der primitiv-rekursiven Funk-
tionen:

Definition 11.31. (p-rekursive Funktionen)
Eine Funktion f : N*— N mit k > 0 heift p-rekursiv, gdw. gilt:

1. f ist eine Grundfunktion, oder
2. f ist definiert durch Einsetzung mittels u-rekursiver Funktionen, oder

3. f ist definiert durch primitive Rekursion mittels p-rekursiver Funktionen,
oder

4. f ist definiert durch Minimierung einer u-rekursiven Funktion. W
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Bemerkung 11.32. Der u-Operator ist natiirlich nicht prinzipiell auf das erste
Argument einer zu minimierenden Funktion beschrédnkt, denn man kann leicht
mittels puf und Grundfunktionen einen p-Operator uf.x; definieren, der das i.te
Argument x; einer Funktion f minimiert.

In manchen Lehrbiichern wird bei Definition des p-Operators “f (z,7) = 17 an-
statt “f(x,¥) = 0” gefordert. Es sollte offensichtlich sein, daf} solche Unterschiede
fiir die definierte Theorie unerheblich sind. Des weiteren findet man in einigen
Texten lediglich die schwéchere Forderung (**) “f(a',Z) # 0 fiir alle ' < x” an-
statt Forderung (*) “f(z', ¥) € N\{0} fiir alle ' < z”. Dafiir wird dann jedoch bei
Definition der p-rekursiven Funktionen “4. f ist definiert durch Minimierung einer
totalen p-rekursiven Funktion” anstatt 11.31(4) verlangt, s.a. Beispiel 11.29(3.(1)).
Diese Einschrankung stellt sicher, daf3 die Berechnung von pf durch die iterative
Berechnung von f trotzdem gelingt. (In Beispiel 11.30 darf der pu-Operator dann
nicht auf die Funktion f angewendet werden).

Trotzdem gibt es einen gravierenden Unterschied zwischen diesen beiden Al-
ternativen, und zwar in der Frage, ob wir die Notation zur Definition u-rekursiver
Funktionen als eine (fiktive) Programmiersprache uRF auffassen kénnen: Von einer
Programmiersprache wird sinnvollerweise gefordert, dafl entschieden werden kann,
ob ein vorliegender Text den syntaktischen Konventionen der Sprache geniigt, vgl.
die Entscheidungsfunktion parse im Beweis von Satz 4.13(3.1). Es muf3 also ent-
scheidbar sein, ob ein Text tatsdchlich ein Programm der Programmiersprache
darstellt. Fiir unsere Definition der p-rekursiven Funktionen trifft das sicherlich
zu, denn es ist entscheidbar, ob eine Funktion als Grundfunktion, durch Einset-
zung, durch primitive Rekursion oder durch Minimierung definiert wurde. Fordert
man jedoch “4. f ist definiert durch Minimierung einer totalen p-rekursiven Funk-
tion” in Definition 11.31, so verliert man die Entscheidbarkeit. Jetzt mufl ein
Syntaxanalysator (als eine berechenbare Funktion parse) entscheiden, ob eine ji-
rekursive Funktion total ist, um die korrekte Anwendung des u-Operators zu
iiberpriifen. Nach Satz 10.1 ist jedoch die Totalitit einer berechenbaren Funk-
tion noch nicht einmal semi-entscheidbar, und damit ist die Alternativdefinition
p-rekursiver Funktionen als Programmiersprache ungeeignet.

Schréankt man die Anwendbarkeit des u-Operators noch weiter ein, und zwar
auf primitiv-rekursiv definierte Funktionen, so ist die resultierende Programmier-
sprache offensichtlich entscheidbar. Allerdings stellt sich dann die Frage, ob diese
Einschrinkung nicht auch eine Einschrankung der so definierten Klasse der y-
rekursiven Funktionen (im Vergleich zu Definition 11.31) nach sich zieht. Mit
dem Kleeneschen Normalformsatzes (Satz 11.41) kann gezeigt werden, daf dies
nicht der Fall ist.

123



Bemerkung 11.33. Die Programmiersprache uRF ist nicht strikt, da Funktion-
saufrufe nicht call-by-value sondern call-by-name ausgewertet werden (man spricht
in solch einem Fall von lazy evaluation anstatt eager evaluation).'® Beispielsweise
gilt P2(42, uS) =" 42 sowie times(0, uS) =" 0 fiir die primitiv-rekursive Funk-
tion times aus Beispiel 11.8, obwohl die Berechnung von pS nicht terminiert (denn
uS AT n fiir jedes n € N).

Die Nachfolgerfunktion S sowie alle Funktionen, die durch primitive Rekursion
definiert wurden, sind (wegen Regelschema (Pr3) aus Abbildung 11.2) dagegen
strikt bzgl. des ersten Arguments.'® Beispielsweise gilt times(uS,0) %+ n fiir alle
n € N. Insbesondere ist damit auch die Funktion if aus Lemma 11.5 strikt in
ihrem Bedingungsargument, d.h. if(b,...,...) %% n fiir allen € N, wenn b A" n
fiir alle n € N.

Beispiel 11.34. (p-rekursive Funktionen) Alle Funktionen aus Beispiel 11.29
sind p-rekursiv. Weiter gilt fiir die Funktionen aus diesem Beispiel:

1. pplus ist nicht primitiv-rekursiv, ptimes ist primitiv-rekursiv.
2. pg ist primitiv-rekursiv.

3. Wfiog,, ifs und pfoe sind nicht primitiv-rekursiv, pif|,/2) Ist primitiv-
rekursiv. [

Wir zeigen jetzt, dal die Klasse der p-rekursiven Funktionen identisch der
Klasse der P-berechenbaren Funktionen ist. Den Beweis fiir die Behauptung,
dal p-rekursive Funktionen P-berechenbar sind, gewinnen wir aus dem Beweis
der Behauptung, daf8 primitiv-rekursive Funktionen Py,q-berechenbar sind (Satz
11.17). Wir miissen diesen Beweis lediglich noch fiir den Fall ergénzen, in dem
eine Funktion mittels Minimierung definiert wird. Dies gelingt, da jetzt beliebige
while-Anweisungen zur Verfiigung stehen:

Satz 11.35. Jede u-rekursive Funktion ist P-berechenbar.
Beweis. Ausgehend von der induktiven Definition der p-rekursiven Funktio-
nen definieren wir fiir jede u-rekursive Funktion f : N*— N ein P-Programm

Py € Plk] mit [Pf] = f.

18 Eine Funktion ¢ ist strikt gdw. ¢(..., L,...) =1, d.h. der Funktionswert ist undefiniert
sobald eines der Argumente undefiniert ist.

19 Erweitert man das Definitionsprizip der primitiven Rekursion, so dal auch Rekursion auf
einem anderen als dem ersten Argument erlaubt ist, so sind solche Funktionen strikt bzgl. ihres
Rekursionsarguments.
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Induktionsanfang “f ist eine Grundfunktion”: Wir definieren P; wie im Beweis
von Satz 11.17.

Induktionsschritt “f ist definiert durch Einsetzung”: Man zeigt die Behaup-
tung wie im Beweis von Satz 11.17.

Induktionsschritt “f ist definiert durch primitive Rekursion”: Man zeigt die
Behauptung wie im Beweis von Satz 11.17, da die schwéchere Induktionsvoraus-
setzung “die Funktionen g und h sind p-rekursiv” ausreicht, um die pu-Rekursivitédt
von f zu zeigen.

Induktionsschritt “f ist definiert durch Minimierung”: Sei f gegeben durch
Minimierung einer u-rekursiven Funktion g : N¥*4— N, also f = pg. Dann ist
g nach Induktionsvoraussetzung P-berechenbar, etwa durch eine P-Prozedur P,,.
Damit definieren wir die P-Prozedur

procedure Ps(x1,...,xk) <=
begin var res;

res :=0;

while Py(res,x1,...,xk) # 0 do

res := SUCC(res)

end_while;

return(res)
end

und zeigen [[P;]|(7) = pg(7) fiir alle i € N*:

Fall “g(n,7) = 0 fiir ein n € N sowie g(n/,7) € N\ {0} fur alle ' < n”:
Dann gilt ug(7) = n und die Berechnung von P,(res, x1, . .., xj) terminiert solange
res = n' < n gilt. Da der Schleifentest fiir alle n' < n erfolgreich ist, wird res
solange hochgezéhlt bis res = n gilt. Mit [Py] (res, ) = 0 wird die Abarbeitung der
Schleife beendet, und die Ausfithrung von Py(x1,...,x) terminiert mit Ergebnis

n = pug(i).

Fall “g(n,n) = L fiir ein n € N sowie g(n’,n) € N\ {0} fir alle n’ < n”: Dann
gilt 11g(17) ¢ N und die Berechnung von Py(res, x1, . .., xy) terminiert solange res =
n' < n gilt. Da der Schleifentest fiir alle n’ < n erfolgreich ist, wird res solange
hochgezéhlt bis res = n gilt. Hier terminiert die Berechnung von P,(res, x1, . .., %))
jedoch nicht mehr. Also terminiert auch die Ausfithrung von Ps(z1, ..., x)) nicht,
und somit gilt [Pf](7) = L = pg(f).

Fall “g(n,n) € N\ {0} fiir alle n € N”: Dann gilt ug(77) ¢ N und die Berech-

nung von Py(res, x1, ..., xy) terminiert immer. Da mit [P,](n,nq,...,ng) # 0 der

125



Schleifentest jedoch fiir alle n erfolgreich ist, terminiert die while-Schleife in Py
nicht. Also terminiert die Ausfithrung von Py(x1,...,x)) nicht, und somit gilt

[PA(7) = L = pg(7). m

Bemerkung 11.36. Wie bei Beweis von Satz 11.17 wird auch Satz 11.35 durch
Spezifikation eines Compilers ¢ : yuRF — P und dessen Korrektheitsnachweis be-
wiesen, vgl. Anmerkung 11.18.

Zum Beweis, daf} jede P-berechenbare Funktion p-rekursiv ist, zeigen wir, dafl
jede Funktion [STA(y)], die eine Speicherbelegung (vor Ausfiihrung von STA) in
den Wert einer Programmvariablen y (nach Ausfithrung von STA) abbildet, u-
rekursiv ist. Der Beweis folgt dabei dem Beweis von Satz 11.21 und ist lediglich
fiir while-Anweisungen (anstatt loop-Anweisungen) anzupassen. Wie in diesem
Beweis ist auch hier die Definition von Funktionen durch gegenseitige Rekursion
erforderlich:

Korollar 11.37. (p-rekursive Funktionen durch gegenseitige Rekursion)
Sei k > 0 und seien gy, ..., g; : N¥ +— N sowie hy, ..., h; : NN¥% 5 N y-rekursive
Funktionen. Dann sind die Funktionen fi, ..., f; : N¥™1— N, gegeben durch

1. £i(0,%) := ¢;(¥) und
2. fl(x + 17f> = hl(fl(x>f)a v ,fj(l’,f), I‘,f),

fiir allei € {1,...,j} p-rekursiv. ‘

Beweis. Mit Satz 11.9 gilt (*) fi(z,Z) = 7} (F(z,Z)) fiir eine durch primitive
Rekursion mittels g1, ..., g;, hi, ..., hj, W{, e ,775-' definierte Funktion F : NFt! —
N. Mit Definition 11.31 ist F' u-rekursiv, denn die Funktionen g;, h; und wf sind

p-rekursiv, und mit (*) sind dann auch alle Funktionen f; p-rekursiv. m

Satz 11.38. Fiir jede Anweisung STA eines P-Programms und jede Programm-
variable y in STA ist [STA(y)] p-rekursiv.

Beweis. Seieny, . ..,y die Programmvariablen von STA und sei M C N x N
mit i@ = (nq,...,n), so daBvalue( M3, y;) = n; fiir jedesi € {1, ..., k}. Wir zeigen
die Behauptung fiir jedes y; mit i € {1,...,k} durch strukturelle Induktion iiber
STA.

Induktionsanfang “STA = SKIP”: Man zeigt wie im Beweis von Satz 11.21, daf§
[STA(y,)]| primitiv-rekursiv ist.
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Induktionsanfang “STA = yj:= EXPR”: Man zeigt wie im Beweis von Satz
11.21, daB [[STA(y,)]] primitiv-rekursiv ist.

Induktionsschritt “STA = if EXPR then STA1 else STA2 end_if”: Man zeigt

[STA(y:)](77) = if ([EXPR](73), [STAL(y,)[ (77), [STA2(y,)](7))

wie im Beweis von Satz 11.21. Mit Lemma 11.5(3), Satz 11.20 und Definition
11.31(2) ist [STA(y;)]] p-rekursiv, denn [STA1(y,)]] und [STA2(y,)] sind nach In-
duktionsvoraussetzung j-rekursiv.

Induktionsschritt “STA = STA1; STA2”: Man zeigt

[STA(y:)1(7) = [STA2(y,) I ([STAL(y,)](70), . . ., [STAL(y,)] (7))

wie im Beweis von Satz 11.21. Nach Induktionsvoraussetzung sind [STA1(y,)] und
[STA2(y,)]| p-rekursiv, und folglich ist [STA(y;)] nach Definition 11.31(2) ebenfalls
p-rekursiv.

Induktionsschritt “STA = while EXPR do STA’ end_while”: Wie im Beweis von
Satz 11.21 definieren fiir jedes i € {1,...,k} die Funktionen f; : N* — N durch

fi(n, ) == value(eval ™ (ME, STA), ;) (11.22)

und damit gilt

[STA(y:)][(77) = fi(m, 1) (11.23)
falls die Auswertung von STA nach m Schleifendurchldufen terminiert. Man erhélt
wie im Beweis von Satz 11.21

£:(0, %) = P¥(%) (11.24)

sowie

filz +1,2) = [STA (y,)](fi(z, D), ..., fu(z, D)) . (11.25)

Wegen (11.24) und (11.25) sind alle Funktionen f; nach Korollar 11.37 u-re-
kursiv, denn alle Funktionen [[STA(y,)] sind nach Induktionsvoraussetzung ji-re-
kursiv. Folglich ist die Funktion

(EXPR) (n, 1) := [EXPR])(f1(n,7),. .., fr(n,i))

127



ebenfalls p-rekursiv, denn (EXPR) (n,7) ist definiert durch Einsetzung mittels der
primitiv-rekursiven Funktion [[EXPR|| und den p-rekursiven Funktionen f;.
Wir zeigen jetzt

[STA(y:)[ (%) = fi(1u (EXPR) (i7), 77) . (11.26)

Fall “Die Auswertung von STA terminiert nach m Schleifendurchlédufen”: Dann
gilt (EXPR) (m/, ) € N\ {0} fiir alle m' < m sowie (EXPR) (m,n) = 0, folglich
p (EXPR) (1) = m, und mit (11.23) dann (11.26).

Fall “Die Auswertung von STA terminiert nicht”: Dann gilt [STA(y;)]|(7) =L
sowie (EXPR) (m, i) # 0 fiir alle m € N, folglich ;1 (EXPR) (77) =L, und damit auch
iy (EXPR) (7), ) = L.

Da f; und p (EXPR) p-rekursiv sind, ist mit (11.26) auch jede Funktion [[STA(y;)]
p-rekursiv. m

Der Nachweis, dal jede P-berechenbare Funktion auch pu-rekursiv ist, folgt
jetzt unmittelbar:

Korollar 11.39. Jede P-berechenbare Funktion ist u-rekursiv.
Beweis. Sei

procedure P(x,,...,x;) <=
begin var y,,...,y;; STA; return(y,) end

ein P-Programm. Dann gilt [P]|