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1 Strukturelle Induktion und Rekursion

Definition 1 (Rekursive Konstruktoren, Rekursiv definierte Datentypen)
Fir einen Datentyp struc|QT,, ..., QT,] definiert durch

structure struc|@QT,,...,QT,| <=
consi(sel;;:strucyy,...,sely, struc;,,), (1)
cons;(selj:strucyy,...,sely,, struc,,)

und einen Konstruktor cons; von struc|@QT,, ..., QT,| mit
cons;(sel; Istruc;;, ... ,sel;, Istruc;,. )

ist

e h e{l,...,n;} eine Rekursionsposition von cons; gdw.

struc,, = struc|QT,, ..., QT,),

e cons; rekursiv gdw. cons; mindestens eine Rekursionsposition besitzt,

e struc|QT,,...,QT,| ein rekursiv definierter Datentyp gdw.
struc|QT,, ..., @QT,| mindestens einen rekursiven Konstruktor besitzt. W
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Beispiel 1 (Rekursive Konstruktoren und Datentypen)

e bool — keine rekursiven Konstruktoren, also nicht rekursiv definiert.
e nat — succ ist rekursiv, also ist nat rekursiv definiert.
e 1ist|QT|- :: istrekursiv, also ist 1ist|QT] rekursiv definiert.

e structure sexpr|QT] <=
nil, atom(data:@QT), cons(car:sexpr|QT|, cdr:sexpr|QT|)

— cons ist rekursiv, also ist sexpr|QT]| rekursiv definiert.

e structure tree|QT| <=
leaf, node(left:tree|QT|, key:-@QT, right :tree|QT])

— mnode ist rekursiv, also ist tree|QT] rekursiv definiert.
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Definition 2 (Relationenbeschreibung eines Datentyps)
Fir einen Datentyp (gegeben wie in Definition 1) wird

e jedem nicht-rekursiven Konstruktor cons die atomare Relationenbeschreibung
cons — <{7COI’IS(U)} (Z)>

und

e jedem rekursiven Konstruktor cons mit den Selektoren sely, ..., sel, anden
Rekursionspositionen von cons die atomare Relationenbeschreibung

Acons = ({?cons(u) }, {{u/sel1(u)},...,.{u/sel,(u)}})

zugeordnet.
e Dem Datentyp struc|@QT,,...,@T,| wird die Relationenbeschreibung
Rstrucjar,,...at,] = {Acons | cons ist Konstruktor von struc|QT,, ..., QT,|}

zugeordnet. |
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Beispiel 2 (Relationenbeschreibung eines Datentyps)

(1) Man erhélt fir structure nat <= 0, succ(pred - nat)

_ [ {70}, 0),
Rpat = { ({?succ(u) }, {{u/pred(u)}}) } .

(2) Man erhalt far
structure 1list[QT] <=@, [infixr,100] - :(hd - QT, t1 - 1ist[QT])

{?2(u)}.0),
Hassrfor] = {<{° (U)}y{{U/tl(u)}}>}'

(3) Man erhdlt fir structure sexpr|QT] <=
atom(data:@QT), nil, cons(car:sexpr|QT|, cdr:sexpr|QT])

({?atom(u)},0),
Rsexpr QT] = <{?nll(u)} (Z)>
({?cons(u)}, {{u/car(u)},{u/cdr(u)}})

(4) Man erhdlt fir structure tree[QT] <=
leaf, node(left:tree|QT|, key:-QT, right :tree|QT])

. _ { ({?1leaf(u)},0), }
tree[@T] ({?node(u) }, {{u/left(u)},{u/right(u)}})



Christoph Walther : FGdI 3 - WS 11/12, Kapitel 7 6

Die Relationenbeschreibung eines monomorphen Datentyps ist die syntakti-
sche Reprasentation der strukturellen Ordnung des Datentyps:

Definition 3 (Strukturelle Ordnung eines monomorphen Datentyps)
Seli

e struc|@QT,,...,@T,| ein Datentyp (gegeben wie in Definition 1),
® Rgiryclar,,. ar, die Relationenbeschreibung von struc|@QT,, ..., QT,],
e struc’ eine monomorphe Instanz von struc|QT,, ..., QT,], und

® Rgiruc die entsprechende monomorphe Instanz von Rg¢rycfar, ... ar,)-

Dann heillt >, die strukturelle Ordnung des monomorphen
Datentyps struc’. 2 W

1 Zur Erinnerung: >pr_ o istdie durch Rgery definierte Relation (s. Definition 7 in Kapitel 6).
2 Die strukturelle Ordnung eines Datentyps ist keine Ordnung im formalen Sinne, denn >5__ ., ist nicht transitiv.
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Beispiel 3 (Strukturelle Ordnung)

(1) Fur den Datentyp nat gilt succ(n) >4t 1, also z.B. succ(succ(0)) >pat
succ(0)>pat O Fnar ... . Es gilt jedoch nicht succ(succ(0))>,.c O,
denn >_.. ISt nicht transitiv.

(2) Fur den Datentyp list[nat| giltn - - k >1;5¢mat) k, also z.B.
np--ng..49 >list[nat] ny . @ >list[nat] @ }list[nat] ... . ES gllt jedOCh
nichtn; 22 ny 22 @ >1;5¢nat) @, NN >1;5¢may) ISt NIChT transitiv.

(3) Fiir den Datentyp bool gilt >,,1= (), d.h. Daten vom Typ boo1l sind mittels
>poo1 Unvergleichbar. Grund: bool besitzt nur Konstruktorkonstanten.

Satz 4
Fur jeden Datentyp struc|QT,, ..., QT,] ist Rgsrucfar, ... ar,) ine fundierte
Relationenbeschreibung.

Beweis: Sel Rgirucr €ine beliebige monomorphe Instanz von Rgirycfar,.....art,)-
Mit w >r v gilt dann “v Ist echter Teilterm von . Ware >z nicht
fundiert, so gabe es Terme mit unendlich vielen echten Teiltermen. Da dies nicht
moglichiist, ist > fundiert. Folglich ist jede monomorphe Instanz Rg¢ruc VON
Rstrucfar, .. ar,) fundiert, und damit auch Rgirycar, ar,)." W

1,...,

3 Siehe Definition 8 in Kapitel 6.
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Sprechweisen:

e Wir definieren eine Prozedur p durch strukturelle Rekursion tber
struc|@QT,,...,QT,], falls die optimierte (=> Abschnitt 3) Relatio-
nenbeschreibung 17, von p (modulo Umbenennung der Variablen von
Ry) identisch der Relationenbeschreibung Rg;rucjar, ... art,] ISt

e Wir fiihren den Beweis eines Lemmas durch strukturelle Induktion tber
struc|QT,,...,@T,|, falls die Induktionsformeln des Beweises aus der
Relationenbeschreibung Rgirycjar,,... at,) gEWONNEN wurden.*

1’..

4 Siehe Abschnitt 2.3 in Kapitel 6.



Christoph Walther : FGdI 3 — WS 11/12, Kapitel 7

Beispiel 4 (Strukturelle Rekursion und Induktion)
In der Fallstudie ““Sortieren durch Einfligen’” wurden

e die Prozeduren
— < durch strukturelle Rekursion Uber nat,

— insert, isort und ordered durch strukturelle Rekursion Uber
list|nat|, sowie

— count durch strukturelle Rekursion (iber 1ist|QITEM]
definiert;

e die Lemmata
— < _is total durch strukturelle Induktion Uber nat,

— insert keeps_ordered und isort_sorts durch strukturelle
Induktion Uber 1ist|nat]

bewiesen.
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Zusammenfassung:

e Aus der Definition von monomorphen Datentypen gewinnt man uniform
(= “automatisch”) eine fundierte Relation (= strukturelle Ordnung, =>
Definitionen 2 und 3, Satz 4).

e Die strukturelle Ordnung eines monomorphen Datentyps struc’ wird durch
dessen Relationenbeschreibung R Syntaktisch reprasentiert
(=> Definition 3).

e Durch Rekursion nach der strukturellen Ordnung (= strukturelle Rekursion)
konnen wir terminierende Prozeduren definieren (=> Kapitel 8).

e Durch Induktion nach der strukturellen Ordnung (= strukturelle Induktion)
konnen wir Lemmata tber Datentypen und Prozeduren beweisen
(=> Beispiel 4).

e Aus der Relationenbeschreibung eines Datentyps kdnnen uniform (= “automa-
tisch”) Induktionsformeln zum Nachweis von Lemmata erzeugt werden
(=> Beispiel 4, => Abschnitt 2.3 in Kapitel 6).
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2 Induktion nach Rekursion von Prozeduren

Begriffe:
e Ein Term der Form if {b, 1, ry} wird if-Term genannt.

e Ein Term der Form case {b;dy : r1,...,dy : ri. } wird case-Term genannt.
e Das erste Argument b eines if - oder case-Terms wird Bedingungsterm genannt.

e Jedes andere Argument r; eines if- oder case-Terms wird Ergebnisterm
genannt, falls ; weder if - noch case-Terme enthalt.

e Ein Term ¢ heillt normalisiert gdw. fiir jeden Teilterm ¢’ von ¢ gilt:
— falls ¢/ ein if- oder case-Term ist, so enthalt der Bedingungsterm von
t" weder if- noch case-Terme (=> z.B. if(if(...),--.,-..)
verboten), und

— falls ¢’ die Form f(...,t",...)mit f & {if, case} hat, so enthdlt ¢ weder
if- noch case-Terme (=> z.B. func(...,1Ff(...),...) verboten).

e Fr einen Teilterm ¢’ eines normalisierten Terms ¢ sei cond(t',t) die Menge
aller Literale, die in ¢ “zu ¢’ fuhren” (= “aufsammeln” von Bedingungstermen
bzw. den Negaten davon).

Zur Erinnerung: Prozedurrimpfe sind normalisierte Terme !
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Definition 5 (Relationenbeschreibung einer Prozedur)
Fur eine rekursiv definierte Prozedur

function proc(x;Istrucy,...,x;Istrucg) Istruc <= body,,,.
wird

e Jedem Ergebnisterm ¢ In body.,.., der keine rekursiven Aufrufe enthalt, die
atomare (nicht-rekursive) Relationenbeschreibung

Ay = (cond (1, body roc) 0)

zugeordnet und

e Jedem Ergebnis- oder Bedingungsterm ¢ in body.,., der n rekursiven Aufrufe
proc(ti, ..., t51), -+ ,proc(tin, ..., t,)

enthalt, die atomare (rekursive) Relationenbeschreibung
A = <cond(t, bodY roc ) Lz /t1a, o /teat, o {x/tin, - - ,xk/tkn}}>

zugeordnet.
e Der Prozedur proc wird die Relationenbeschreibung

Rproc = { Ay | tist Teilterm von body,.,., S0 daB A, definiert ist}

zugeordnet. |



Christoph Walther : FGdI 3 - WS 11/12, Kapitel 7 13

Beispiel 5 (Relationenbeschreibungen fiir Prozeduren aus der InsertionSort-
Fallstudie)

Es gilt
({?0(n)},0),
(1) R< =4 ({=?0(n),?20(m)},0),
<{ﬂ”0(n) —?20(m) }, {{n/pred(n), m/pred(m)}})
[ ({?a(k)},0), \

) ({=?8Ck), 20(1())},0).,
({=?0(k),-?0(t1(k)), hd(k)< hd(t1(k))},0),
- ({—?e(k), ~?0(t1(k)),hd(k)< hd(t1(k))}, {{k/t1(k)}}) |

{ {?e(k)},0), }
(3) Rinsert = { ({=?8(k),n< hd(k)},0),
{=?e(k), -n<hd(B)}, {{n/n, k/t1(k)}})

({2000}, 0).,
(4)fﬁﬁ“t““{<{ﬂ?z(k)},{{k/t1(k)}}>}“

(2) Rordered =

{?0(k)},0),
(5) Reount = q ({7?0(k),i=hd(k)},{{i/i,k/t1(R)}}), ».
({=?e(k), ~i=hd(k) }, {{i/1, k/e1(k)}})
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Die Relationenbeschreibung einer monomorphen Prozedur ist die syntakti-
sche Reprasentation der Rekursionsordnung der Prozedur:

Definition 6 (Rekursionsordnung einer Prozedur)
Sel

e proc eine Prozedur (gegeben wie in Definition 5),
® R,roc die Relationenbeschreibung von proc,
e proc’ eine monomorphe Instanz von proc und

e Ryroc die entsprechende monomorphe Instanz von Ryroc.

Dann heillt > ... .. die Rekursionsordnung der monomorphen
proc’’
Prozedur proc’.>¢ W

Sprechweise:

e Wir fiihren den Beweis eines Lemmas durch Induktion nach der Rekursions-
ordnung einer Prozedur proc, falls die Induktionsformeln des Beweises aus
der Relationenbeschreibung R,r.c gewonnen wurden.”

> Zur Erinnerung:>Rpm,,x1mxk ist die durch Ry, und z; . . . 7y, definierte Relation (s. Definition 7 in Kapitel 6).
6 Die Rekursionsordnung einer Prozedur ist keine Ordnung im formalen Sinne, denn >R ist nicht transitiv.
7 Siehe Abschnitt 2.3 in Kapitel 6.
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Beispiel 6 (Rekursionsordnung einer Prozedur)
Fir die Prozeduren aus der InsertionSort-Fallstudie (=> Kapitel 2) gilt:

(1) (5, 3) = Re m (4, 2) = Re o (3, 1) = Re o (2, O) >R§,nm sowie
(37 5) >R§,nm (27 4) >R§,nm (17 3) >R§,nm (07 2) >R§,nm'

(2) 1::3:24:28I0>R pus
3I14II8II0>R
4 28I 0 >Rordered,k
8 21 8 ¥ Rocgereas SOWIE

1::3:-:-2:2:28:: ﬂ>Rordered,k
- - - - 8 -9 }Rordered,k'

213:1:14::8:1:7:10)>p
2241811 7:110)>p
2I8IT7II0) >R
227 118) PR

insert,nk

o

insert,nk
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Bemerkung 1 (Rekursionsordnung einer Prozedur)
Far
e monomorphe Datentypen struci, ..., struc,

e die Mengen C(P)struc), - - - » C(P)struc, der Konstruktorgrundterme dieser
Datentypen und

e eine monomorphe Prozedur

function proc’(x; zstrucl, ..., x;Istruc)) tstruc <= body,,c

ist die Rekursionsordnung > R oer 1Tk der Prozedur proc’ eine binare Relation
auf C(P)struc, X ... X C(P)gtryc, definiert durch

(ug, ..., up) >R (V1, ..., V)
gdw.
bei Berechnung von eval p(proc(uy, . .., ug)) muld
evalp(proc(uy, ..., vr)) im Zuge eines direkten
rekursiven Aufrufs berechnet werden.
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e \orgriff auf Kapitel 8:

Definition 1 (Terminierung von £-Programmen und Prozeduren)

Satz 2 (Fundierte Relationenbeschreibungen und terminierenden Prozeduren)

Die Relationenbeschreibung 2, einer L£-Prozedur p ist fundiert gdw. die
L-Prozedur p terminiert.

Beweis: ...

17
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3 Optimierte Relationenbeschreibungen

In VeriFun werden die Relationenbeschreibungen von Prozeduren optimiert.
Ziel: Moglichst einfache Relationenbeschreibungen.

Genauer: Bilde fundierte Obermengen der Rekursionsordnung.

Zweck: Einfachere Basisfélle, starkere Induktionshypothesen.

Generelles Vorgehen:
(a) Eliminiere Bedingungen in cond(t), die fur die Fundiertheit der Relation
nicht erforderlich sind (=> Domain Generalization),

(b) Eliminiere Substitutionspaare in 0 € A, die flr die Fundiertheit der
Relation nicht erforderlich sind (=> Range Generalization),

(c) Fasse atomare Relationenbeschreibungen mit identischen Hypothesenmen-
gen H zusammen (um Disjunktheit der atomare Relationenbeschreibungen
beizubehalten).

Wie wird festgestellt, welche Bedingungen bei Domain Generalization
nicht erforderlich sind? VeriFun fihrt bei einem Terminierungsbeweis
fur eine Prozedur Protokoll, welche Bedingungen in cond(t) zum Ter-
minierungsnachweis nicht bendtigt werden. Diese Bedingungen werden dann
bei Domain Generalization eliminiert (Warum darf man das? => Ubung).
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Beispiel 7 (Optimierte Relationenbeschreibungen flir Prozeduren)

(1) Inder Prozedur ordered ist nur die Bedingung —?@¢(k) fr den Terminierungsnach-
weis relevant. Mit Domain Generalization erhalt man

o ) {?e(k)},0),
}%“““”'_“{<{ﬂ?ﬂ(k)},{{k/tl(k)}}>}'

Range Generalization ist nicht anwendbar — es gibt keine formalen Parameter
aulder k.

(2) Inder Prozedur insert ist nur die Bedingung —?a(%) fir den Terminierungsnach-
weis relevant. Mit Domain Generalization erhalt man

.__{<{?ﬂ(k)},@>y }
{=?8(R)}, Lin/n, k/e1(R) 1)) |

Der formale Parameter n ist flr den Terminierungsnachweis von insert
irrelevant. Mit Range Generalization erhalt man folglich

R

insert =

o . {?e(®)},0),
'Rhm“*’_‘{<{ﬂ?ﬂ(k)},{{k/tl(k)}}>}"
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(3) Inder Prozedur count ist nur die Bedingung —?g(k%) fur den Terminierungsnach-
weis relevant. Mit Domain Generalization erhalt man

) {?e(R)},0),
Reount = { {20, {{i/i, k/t1(k)}}) } |

Der formale Parameter ¢ ist flir den Terminierungsnachweis von count
iIrrelevant. Mit Range Generalization erhalt man folglich

o ) {?e()},0),
Heous = { {=?8(R)}, {{k/t1(R)}}) } |

(4) R;isort ISt bereits optimal.

Beobachtung: Die optimierten Relationenbeschreibungen von
ordered, insert, isort und count sind identisch !
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(5) In der Prozedur < ist entweder nur die Bedingung —0(n) oder aber die Be-
dingung —~0(m) flr den Terminierungsnachweis relevant. Mit Domain Ge-
neralization und anschliefender Range Generalization bzgl. —0(m) erhalt

man
. J ({?om)},0),
e = { {=?0(n) },{{n/pred(n)}}) }

Mit Domain Generalization und anschliel}ender Range Generalization bzgl.
—0(n) erhélt man

@ . | ({?o(m)},0),
= { {=?00m)}, {{m/pred(m)}}) } |

Bemerkung 2 (Mehrere Relationenbeschreibungen flir eine Prozedur)

e In Beispiel 7(5) erhélt man 2 Relationenbeschreibungen fir die Prozedur <,
die jedoch bis auf Umbenennung von Variablen identisch sind.

e Generell kann man jedoch fiir eine Prozedur mehrere Relationenbeschreibun-
gen erhalten, die nicht durch Umbenennung auseinander hervorgehen.

e Ursache: Eine Prozedur p kann aus verschiedenen Grinden terminieren, d.h.
es gibt dann prinzipiell unterschiedliche Terminierungsbeweise fir p und damit
prinzipiell verschiedene Relationenbeschreibungen flr p.
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Beispiel 8 (Mehrere Relationenbeschreibungen fiir eine Prozedur)
Die Prozedur
function ntl(n : N, k - 1ist[@QITEM]) : 1ist[QITEM] <=
if ?9(k)
then k
else if ?0(n)
then k
else ntl(pred(n), t1(k))
end if

end if
|6scht die ersten n Elemente aus der Liste k (falls n < |k|).

e Relationenbeschreibung von nt1l:

{?e(k)},0),
Rntl = <{—|7ﬂ(/{), ?O(n)} ) (Z)> )
{—=?6(k),~?0(n) },{{n/pred(n), k/t1(k)}})

22
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e Relationenbeschreibung nach Domain Generalization bzgl. =?@ (k) und
anschlieBender Range Generalization bzgl. & :

o . {?ro)},0),
Hhwn = { ({=?0(n)}, {{n/pred(n)}}) } |

e Relationenbeschreibung nach Domain Generalization bzgl. =?0(n) und
anschliel}ender Range Generalization bzgl. n :

@ . | ({?e(k)}.0),
Hown = { {=?6(R)}, {({k/t1(R)}}) } |

e Anschaulich:
Die Terminierung von nt1 kann auf zweierlei Weisen begrindet werden:

(a) ntl terminiert, weil in jedem rekursiven Aufruf n bzgl. >r__ Kkleiner wird.

(b) ntl terminiert, weil k fur jede monomorphe Instanz 1ist’ von 1ist[QITEV]
In jedem rekursiven Aufruf bzgl. > _, kleiner wird.
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Die optimierte Relationenbeschreibung einer monomorphen (terminieren-
den) Prozedur reprasentiert eine (fundierte) Obermenge der (fundierten)
Rekursionsordnung dieser Prozedur:

Satz 7
Fur die Relationenbeschreibung R,».c €iner Prozedur proc und eine Optimierung

R vON Rz gilt

(1) >Rpr0c/7x1"'xk’ g >R(n) 1701 T

proc’’

und die entsprechende monomorphe Instanz R™  von RI(E)OC sowie

proc

k flr jede monomorphe Instanz Ry VON Rproc

(2) Ryroc fundiert ~ RI@)C fundiert.

Damit:
e Induktionsbeweise nach einer optimierten Relationenbeschreibung sind I.A.

einfacher zu fihren, denn wegen > R o1 C >pm o erhalt man
— weniger Basisfalle sowie o

— starkere Induktionshypothesen.
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Anzeige der optimierten Relationenbeschreibungen in VeriFun:

e Program Viewer\ Termination

Pretty Print

=10l

Fretty Print

=1o>

function ntl(n : M, k : list[@ITEM]) : list[@ITEM] <= function ntl(n : M, k : list[EITEM]) : list[GITEM] <=
if 2@ (k) 1if 2@ (k)
then k then k
elze 1f 20in) elze if 20(n)
then k then k
elze ntl (" (n), tl(k)) alse ntl(~(n), tlik))
end if end if
end if end if
[ Show all braces

[ Show all braces

stage rTermination |/Attributes rCIauses |/Comment

Recursion Yariables Relation Description

{k} {<i{?e(k)y, {1>

in} <{—- ?emik)}, {{k : tlik)ii>t

stage rTermination rAttributes rCIauses rComment

Recursion Yariables  Relation Description

{k} {<{70(n)}, {1>

(n} <{= ?0in)}, {{n : ~i(n)}i>}
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Zusammenfassung:

e Aus der Definition einer terminierenden Prozedur proc gewinnt man uni-
form (= “automatisch”) fundierte Relationen (= Rekursionsordnung jeder
monomorphen Instanz von proc, => Definition 5, => Kapitel 8).

e Die Rekursionsordnung einer monomorphen Instanz von proc wird durch die
entsprechende monomorphe Instanz der Relationenbeschreibung Ryr.c VON
proc syntaktisch reprasentiert (=> Definitionen 5 und 6).

e Durch Domain- und Range Generalisierung der Relationenbeschreibung
von proc erhalt man weitere Relationenbeschreibungen flr proc, deren
monomorphe Instanzen fundierte Obermengen der Rekursionsordnungen der
monomorphen Instanzen von proc reprasentieren (=> Beispiele 7 und 8, =>
Satz 7).

e Aus diesen Relationenbeschreibungen kdnnen uniform (= “automatisch”)
“starke” Induktionsformeln zum Beweis von Lemmata erzeugt werden
(=> Abschnitt 2.3 in Kapitel 6).
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4 Induktionsbeweise in VeriFun

e Fir Induktionsbeweise stehen in VeriFun zur Verfligung
— die Relationenbeschreibungen aller Datentypen sowie

— die optimierten Relationenbeschreibungen aller Prozeduren deren Ter-
minierung bewiesen wurde (=> Status = *“verified”, Proz.-lcon = “griin”).

e Interaktiver Induktionsbeweis eines Lemmas:
(a) Benutzer: Selektiert Wurzel des Beweisbaums im Proof Window,

(b) Benutzer: Wahlt HPL-Regel Induction in Menue Proof\ Proof Rules,

(c) Benutzer: Selektiert Relationenbeschreibung im Dialogfenster der
HPL-Regel Induction,

(d) Benutzer: Wahlt Variable, tber die Induktion gefiihrt werden soll,

(e) System: Erzeugt Induktionsformeln (= Basis- und Schrittféalle der
gewahlten Induktion, => Abschnitt 2.3 in Kapitel 6).
e Automatischer Induktionsbeweis (Verify-Taktik, => Abschn. 2.3 in Kapitel 3):
(a) Benutzer: Selektiert Lemma im Program Window,
(b) Benutzer: Wahlt Verify in Menue Program,

(c) System: Ubernimmt die Rolle des Benutzers (= Schritte (a) — (d) bei
Interaktivem Induktionsbeweis).
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Beispiel: Beweise

Properties of "ntl(x, ntly, kK)) = ntl(x + ¥, kK)°

Fretty Print

=101 x|

lemma ntl (x, ntl (v,
ntl (=, ntliy, kil

k1) = ntlix + v, kil <= ¥ =,

ntli=z + v, k)

v o M, k : list[GBITEM]

I Shew all braces

Aufruf HPL-Regel Induction:

YeriFun 3.2_2 — ntl.vf

Eile Frogram Proof Ewvaluation Options Window 7

(fe]a] [o] [x o] [+ |+ v] [e] L] o] ] o8] 0] 0]

28

= |Ellﬂ B Program Viewer "ntl(x, ntl(y, k)) = ntl(x + ¥, k)"

Fretty Print

lemma ntl (2, ntl(y, ki) = ntli{=x + v,

2| . @@@@! @i@' | @. ¥ . @@ ntl(x, ntliy, k)) = ntlix + v, k)

Prograrm |

InserionSort
+ [ Predefined
list
+ [l ntl
[l +
+i5 associative
+i5 commutative
ntife, ntlfy, k) = ntlix +y, k)

ky <= ¥

e

.
r f Froof r Evaluation r Interpreter | Goal
el SilEonl ntlie, ntlly, K) = ntlix + v, k)
| @t ntlty, K = |
[+l
[#]
Show Details H
Hide Rules -
[ Case Analysis Strg+AtA |
Refute [ Use Lemma Strg+Alt-L Available Lem
B Disprove Sequent [ Unfold Procedure Strg+Alt-U —
[H Apply Equation Strg+AILE
Create Lemma. . "
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Dialog HPL-Regel Induction:

4. Induction

+ [l list
+ BN
- [l +
- [l >
- [l nt!
- [B] ke
Mik @ ki
- [Bl in}
M in @ =}
Min : v

Renamed generalized relation description

{(<{7aik)}, (1>,
<{— Telk) ), {{k @ tlik) iz}

=10l x|

QK

Zancel

4. Induction

- [l +
- [l >
- [l nt!
- [B]
Mk @ Kk
- [Bllin}
M in @ =}
Min : v

=10l x|

Zancel

zeneralized relation description

[<{200(n) y, {1}>
<{= ?0(n)}, {in : ~(n)}i>}

Die Prozedur nt1 schlagt 2 Induktionsschemata zum Bewels vor:

e Strukturelle Induktion bzgl. 1ist|QITEM| sowie

e Strukturelle Induktion bzgl. nat
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Wir wéhlen strukturelle Induktion bzgl. 1ist|QITEM|:

=10l x|

Eile Program Proof Ewvaluation Options Window 7

[D]=|a] (o] [x]>

(X

[ ]

¢ ke e DEEE s we

-
fH

e R [H| K

Frogram |

| Proof | Evaluation | Interpreter |

[ InsertionSort
+ [ Predefined
list
+ [l ntl
[l +
+i5 associative
+is commutative

Nicht erfolgreich

ntif, ntify, ki) = ntix +y, k)

—(

| Proof of "ntifx, ntlfy, kj) = ntlx +y, k)"
- @ Induction - ntl

- @ Simplification® using + is commutative, + is associative
@ true
- @ Simplification® using + is commutative, + is associative
- @ Apply Equation” : IH-1
- @ Move Hypotheses!® : {7::(k}
- @ Delete Hypotheses™ Al
- @ Induction™ ; +
- @ Simplification® using + is commutative, + is associative
@ true
- @ Simplification® using + is commutative, + is associative

@ 7 k), 200,

30
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Wir wahlen strukturelle Induktion bzgl. nat:

Hier mussen wir entscheiden: Induktion Uber x oder Uber y ?

(& induction
+ [l list
+ BN
- [l +
- [l >
- [l nt!
- [B]
Mk @ Kk
- [Bl in}
Min @ =3
Min : v

=10l x|

QK

Zancel

Renamed generalized relation description

{(<{7200=) ., {15,

<{= ?0(=)y, {{= : “(=)}lix}

(& induction
+ [l list
+ BN
- [l +
- [l >
- [l nt!
- [B]
Mk @ Kk
- [Bl in}
M in @ =}

=10l x|

QK

Zancel

[<{?200y3 ., {1
<{- 0 (w) i, {{y :

SRR
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Wir wahlen strukturelle Induktion bzgl. nat Gber x:

VeriFun 3.2.2 — ntl.vf =10l %

Eile Program Proof Ewvaluation Options Window 7?
|0|s[ =] [T [x]x]e] [k k| # L} | )| [ =0 | 6 | N Lo
B RRBE R o uelene e ex i[=l=

-
i

Program | : f Proof rEvaIuation rlnterpreter ‘
= InsertionSort | Proof of "nti(x, ntify, K)) = ntl(x + v, k)"

i Predeﬂned - @ Induction - nitl
list || - @ Simplification” using + is commutative, + is associative

+ 1l ntl D true
0 + _ o | = @ simplification” using IH-1, + s commutative, + 5 associative
+is associative - @ Apply Equation” - k = o
+i5 commutative 5 @ Apply Equation® - k = o
e, iy, k) = ntix -+ y, k) - @ Simplification® using nothing

- @ Apply Equation” : ntify, k) = @
- @ Simplification™ using nothing
- @ Move Hypotheses!® : {7+0q}
- @ Delete Hypotheses™ All
- @ Induction” : ntl

- @ Simplification® using nothing
@ true

- @ simplification™ using IH-1
@ true

e Umstéandlicher Beweis — geschachtelte Induktion

e Aber immerhin: Erfolgreich =)
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Wir wahlen strukturelle Induktion bzgl. nat Uber y:

=TS

Eile Program Proof Evaluation Options Window 7?2
D]=|E] (o] [x]2x] = e slEEl=NCE

(m[(mnnen =oueee =k 600
Program | :_.fProof rEvaIuation rlnterpreter |
= InsertionSort | Proof of "ntl{x, ntlly, k)} = ntlc + v, k)"
+ EPredefined |- @lnduction : nt
list -0 Simplification® using + is commutative, + is associative
- @l Dtrue
[ + _ o - @ Simplification® using IH-1, + is commutative, + is associative
+is associative @ true
+is commutative :
ntifx, ntify, ki) = b+ y, k)

e Erfolgreich und einfacher Beweis  :-))

e Frage: Warum fhrt Induktion Uber y eigentlich zu einem einfacheren Bewels
als Induktion tber x ? (=> Ubung)
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Wir arbeiten nicht interaktiv sondern starten den Beweis mit Verify:

VeriFun 3.2.2 — ntl v

Eilz Frogram Proof Evaluation Options Window 7?2

ity

D2 = @

X FoEEE DE| B ) k) N
B RRRER @§WEEe BBk B

al

[H|H

o
i

=101 x|

Frogram |

| Proof | Evaluation | Interpreter |

5 InsertionSort
+ [ Predefined
list
+ [l ntl
[l +
+is associative
+i5 commutative
ntif, ntify, k)1 = ntix +y, k)

- Proof of "ntlfx, ntiiy, ki) = ntlix +y, k)"

|- @lnduction” : ni

- @ Simplification® using + is commutative, + is associative
@ true
- @ Simplification® using IH-1, + is commutative, + is associative

@ true

o \erify wahlt strukturelle Induktion bzgl. nat Gbery  :-)))
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Inside VeriFun: Die Induktionsheuristik
e FUrein Lemma, in dem ein Prozeduraufruf p(. . .) vorkommt, ist
— ein Induktionsbeweis nach (einer Obermenge) der Rekursionsordnung von
p (=> optimierte Relationenbeschreibung RI(O”) von p) “oft” erfolgreich,

— vorausgesetzt, die aktuellen Parameter in p(. - . ) an Stellen von

Rekursionsvariablen von R\" sind Variable.®

e \Wurde zuerst ab 1971 im NQTHM-System von R.S. Boyer & J S. Moore erfolg-
reich realisiert (http://www.cs.utexas.edu/users/moore/best-ideas/ngthm/).

e Die Induktionsheuristik ist nicht nur fir maschinelle Beweiser nutzlich,
sondern auch fur menschliche Beweisversuche !

e \Was passiert, wenn ein Lemma Aufrufe verschiedener Prozeduren enthalt?
— Kein Problem solange die optimierten Relationenbeschreibungen tberein-
stimmen (wie in der Fallstudie InsertionSort).

— Andernfalls muB heuristisch ausgewahlt werden
(=> Tie-breaking Heuristik).

8 Eine Variable z ist eine Rekursionsvariable einer Relationenbeschreibung R = {A;, ..., Ay} gdw. x € DEF ()
flreini: € {1, cey h} mit AZ = <H27 Al> und 6 € Az
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Werden mit den Relationenbeschreibungen eines £-Programms immer alle
Induktionsaxiome zur Verfiugung gestellt, die zum Korrektheitsnachweis des
L-Programms erforderlich sind?

e Nein! Es gibt Lemmata tber Programme P, flr deren Beweis Induk-
tionsschemata erforderlich sind, die weder durch strukturelle Rekursion
der Datentypen noch durch (Obermengen der) Rekursionsordnungen der
Prozeduren von P gegeben sind.

e Aber: Sehr seltene Falle.

e \Was dann tun: Schreibe eine terminierende “Dummy”-Prozedur, aus
deren Rekursionsordnung das gewinschte Induktionsschema (per Relatio-
nenbeschreibung) gewonnen wird.

e Damit: Das gewunschte Induktionsaxiom steht jetzt Gber die Relatio-
nenbeschreibung der “Dummy”-Prozedur zur Verfiigung.

e Beispiel: Siehe Beweis des Lemmas y # 0 — 2*((y) "2) # (x)”*2 mittels
Induktion nach der “Dummy”-Prozedur ¥ (=> Abschnitt 4 in Kapitel 4 sowie
Fallstudie sqrt_2-is-irrational.vf auf der Web-Seite der Vorlesung).



