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1 Beweiskalkule

Grundlagenkrise der Mathematik ab 1900

Frage: Wie vertrauenswirdig sind mathematische Methoden, wenn man
sowohl eine Behauptung als auch deren Negat nachweisen kann ?

Frage: Wie vertrauenswurdig sind Behauptungen tber mathematische
Sachverhalte, wenn die Methoden, mit denen diese nachgewiesen wurden,
informell und nicht allgemein anerkannt sind ?

Beispiel Antinomie:

— Informell: In einem Dorf gibt es einen Barbier, der alle Manner rasiert, die
sich nicht selbst rasieren. Also rasiert sich der Barbier selbst, genau dann
wenn er sich nicht selbst rasiert !

— formal: Wenn M = {N|N ¢ N},dann M € M gdw. M ¢ M (denn
falls M € M, soauch M ¢ M, und falls M ¢ M, dann M € M).

Beispiel Induktion: “Wenn P(0) gezeigt ist, und P(n) — P(n + 1) flr jedes
n € N gezeigt ist, so hat man auch P(n) fir jedes n € N gezeigt”.

Warum ist das Uberhaupt eine gultige Schluf3weise? Warum darf man zum
Nachweis von P(n + 1) annehmen, dall P(n) wahr ist ?
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L6sung fur diese Probleme:
e (Formale) Logik (= Meta-Mathematik = Mathematik tber Mathematik)

durch

(1) Normierung formaler Sprachen, in der mathematische Sachverhalte
reprasentiert werden
— Beispiel: Sprache des Sequenzenkalkuls (=> FGdl 2)

— Beispiel: Klauselsprache des Resolutionskalkuls (=> FGdl 2)

— Konsequenz der Normierung (beispielsweise):
Definitionen wie “{ N|N ¢ N}” sind verboten

(2) Normierung mathematischer Schlufweisen durch Beweiskalkdule:
Mathematische Schliisse werden durch Regeln beschrieben, die Ausdriicke
einer Sprache in (andere) Ausdriicke dieser Sprache transformieren
— Reine Symbolmanipulation: Worte (lber einem Alphabet >2) werden in

andere Worte transformiert, nichts weiter !

— Absicht: Nachweis von (wahren) mathematischen Behauptungen durch
reine Symbolmanipulation

— Damit beispielsweise: Einfache Prufung, ob Schlulweisen, die zum
Nachweis einer Behauptung fuhren sollen, tatsachlich korrekt sind — dazu
mufd man kein Mathematiker sein, sondern nur die Beweisregeln kennen
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— Analogie: Man mul kein Schachspieler sein, um zu Uberprifen, ob die
Zugfolgen in einer Schachpartie legal waren — man muf lediglich die
Schachregeln kennen

— Beispiel: Regeln des Sequenzenkalkils (=> FGdI 2)
— Beispiel: Regeln des Resolutionskalkuls (=> FGdI 2)

(3) Herleitungen: Formalisierung des Begriffs “Beweis”
— Definition von: Was genau ist “formaler Beweis” in einem Kalkdil?

— Beispiel: Eine Herleitung aus einer Sequenz s im Sequenzenkalkul ist ein
Baum, dessen Wurzel mit s und dessen Knoten mit Sequenzen markiert
sind, die durch Anwendung der Sequenzenregeln entstehen;
ein formaler Beweis der Allgemeingultigkeit einer Sequenz s ist eine
Herleitung aus s, deren Blatter mit Axiomen markiert sind (=> FGdI 2)

— Beispiel: Eine Herleitung aus einer Klauselmenge .S im Resolutionskalkdl
Ist ein Baum, dessen Knoten mit Klauseln markiert sind, die aus S stammen
oder die durch Anwendung der Resolutions- und Faktorisierungsregel (auf
Klauseln im Baum) entstehen ;
ein formaler Beweis der Unerfullbarkeit von S ist eine Herleitung aus .5,
deren Wurzel mit der leeren Klausel markiert ist (=> FGdI 2)
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Zusammenfassung: Ein Kalkdl K ist definiert durch Angabe

(1) einer formalen Sprache L
(2) den Regeln R von K
(3) den mittels R gebildeten Herleitungen in i

e Jetzt weiter: Um informelles Argumentieren durch Herleitungen eines Kalkiils
Zu ersetzen, mul fur die Sprache des Kalkils eine Semantik (= Bedeutung)
definiert werden

Mit Definition der Semantik wird formal prazise festgelegt, was Ausdriicke
der Sprache bedeuten

Beispiel: Wahrheitstafeln und V-Interpretationen bzw. 1-Belegungen zur
Deutung von Ausdrtcken der Sprache der Aussagenlogik (=> FGdI 2)

Beispiel: S-Strukturen und S-Interpretationen zur Deutung von Ausdricken
der Sprache der Pradikatenlogik (=> FGdI 2)

Offensichtliche Forderung: Die Kalkulregeln mussen die Sprachsemantik
“respektieren” (=> nur Schllsse, die bzgl. der Semantik gtiltig sind)

Ergebnis: Mit Kalkllen Formalisierung (= “Mathematisierung”)
informeller mathematischer Schlulweisen
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Also Vorgehen:

(1) Anstatt ausgehend von informell gegebenen Sachverhalten durch informelles
Argumentieren informelle Konsequenzen zu postulieren

(2) werden (ausgehend von der Sprachsemantik) die Sachverhalte durch Formeln
modelliert / reprasentiert (=> Kapitel 3: Validierungsproblem !)

(3) daraus weitere Formeln mittels der Kalkilregeln hergeleitet, und diese dann

(4) (ausgehend von der Sprachsemantik) in der informellen “Welt”” gedeutet /
interpretiert (=> Kapitel 3: Validierungsproblem !)

Sachverhalte (1) informelles Argumentieren Konsequenzen
(informell) SV VISV N NENENE VN VEVEVEVES (informell)
| 1
(2) reprasentieren / (4) interpretieren /
modellieren (Semantik) deuten (Semantik)
| |
Formeln (Axiome / =============> Formeln (mittels

Definitionen) (3) herleiten im Kalkdl Regeln hergeleitet)
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Nutzen: Jetzt kann bei (3) mathematisch prazise untersucht werden
e Was ist prinzipiell (nicht) beweisbar ?

e \Was ist (nicht) automatisch beweisbar ?
e |Ist jede bewiesene Behauptung auch wahr (Korrektheit) ?
e Kann jede wahre Behauptung auch bewiesen werden (MVollstéandigkeit) ?

e |Ist entscheidbar, ob eine Behauptung beweisbar ist ?
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Beispiele und Resultate

Aussagenlogik

(1) Sprache: Formeln werden ausgehend von Aussagenvariablen mittels der
ublichen logischen Verknupfungen A, V, —, — gebildet

(2) Regeln: Beispielsweise aussagenlogischer Sequenzenkalkil (=> FGdI 2)
(3) Herleitungen: mit Formeln markierte Bdume (=> FGdI 2)

e Semantik: Durch Belegung flr Aussagenvariablen sowie Festlegung der
Bedeutung der logischen Verknipfungen (z.B. durch Wahrheitstafeln)

e Resultate:
(a) es gibt korrekte und vollstandige Kalkle fir die Aussagenlogik
(=> FGdI 2);

(b) Wenn eine Formel eine Tautologie ist, so kann man das maschinell
feststellen (=> Menge der Tautologien ist rekursiv aufzahlbar);

(c) Wenn eine Formel keine Tautologie ist, so kann man das maschinell
feststellen (=> Komplement der Menge der Tautologien ist rekursiv
aufzahlbar):

(d) Konsequenz aus (b) und (c): Menge der Tautologien ist entscheidbar.
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Pradikatenlogik 1. Stufe (PL 1)

(1) Sprache: Formeln werden ausgehend von Variablen-, Funktions- und
Pradikatssymbolen mittels der tblichen logischen Verknlpfungen A, V.,
—, = sowie der Quantoren V und 3 gebildet

(2) Regeln: Beispielsweise Sequenzenkalkil (=> FGdI 2)
(3) Herleitungen: mit Formeln markierte Baume (=> FGdI 2)

e Semantik: Formeln werden mittels Interpretationen gedeutet; eine Formel ist
allgemeingultig gdw. sie in jeder Interpretation wahr ist (=> FGdI 2)

e Resultate:
(a) es gibt korrekte und vollstandige Kalkdle fir PL 1 (=> FGdl 2) !

(b) man kann maschinell feststellen, ob eine Formel allgemeingultig ist
(=> Menge der allgemeingtltigen Formeln ist rekursiv aufzahlbar)

(c) man kann nicht maschinell feststellen, ob eine Formel nicht allgemeingil-
tig ist (=> Menge der allgemeing. Formeln nicht rekursiv aufzahlbar)

(d) Konsequenz aus (b) und (c): Menge der allgemeingultigen Formeln ist
nicht entscheidbar 2

1 Kurt Godel: Uber die Vollstandigkeit des Logikkalkiils, Dissertation, 1929.
2 Alonzo Church: A note on the Entscheidungsproblem, Journal of Symbolic Logic, 1936.
Alan Turing: On Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem, Proceedings
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Formale Arithmetik / Peano Arithmetik

(1) Sprache: Wie PL 1 jedoch mit einer Signatur, die mindestens Funktions-
symbole fir 0, Nachfolgerfunktion, Addition und Multiplikation enthalt

(2) Regeln: Wie PL 1 sowie weitere Axiome fur Induktion, Addition, ...
(3) Herleitungen: Wie PL 1

e Semantik: Formeln werden mittels einer festen Standardinterpretation
gedeutet, die die Symbole flr 0, Nachfolgerfunktion, Addition und Multiplika-
tion so wie die entsprechenden Funktionen in N deuten; eine Formel gilt gdw.
sie in der Standardinterpretation wahr ist

e Resultate:
(a) es gibt korrekte Kalktle fur die formale Arithmetik

(b) es gibt keine korrekten und vollstandigen Kalkule fir die formale
Arithmetik °
« flr jeden korrekten Kalktl kann man eine Formel angeben, von der
gezeigt werden kann, dal} diese in der Standardinterpretation wahr
jedoch nicht im Kalkul beweisbar ist

of the London Mathematical Society, Second Series 42:230-265, 1936.
3 Kurt Godel: Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und verwandter Systeme, Monatshefte
fur Mathematik und Physik 38, 1931, S.173-198.
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(c) Damit: Es kann maschinell nicht festgestellt werden, ob eine Formel
der Arithmetik wahr oder falsch ist (=> weder ist die Menge der
wahren Formeln der Arithmetik rekursiv aufzahlbar, noch ist es deren

Komplement)

(d) Insbesondere dann: Die Menge der wahren Formeln der Arithmetik ist
nicht entscheidbar.

Bemerkung 1

e Die Ergebnisse fir die Formale Arithmetik gelten sinngemél auch fur Kalkule

zur Programmverifikation:
Grund: Da Programmiersprachen Schleifen und/oder Rekursion besitzen kann

die Formale Arithmetik mittels Programmen modelliert werden.

e Konsequenz 1: Jeder korrekte Kalkul fir Programmbeweise ist unvollstandig
(denn es gibt wahre Aussagen, die nicht beweisbar sind)

e Konsequenz 2: Es ist nicht entscheidbar, ob Behauptungen tber ein Programm
wabhr sind.
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Weitere Beispiele flir Beweiskalkiile
e Die Symbolische Auswertung in VeriFun wird durch einen Beweiskalkdl for
Gleichheitsbeweise implementiert

e Der HPL-Kalkudl in VeriFun ist ein Beweiskalkutl fir Induktionsbeweise
e Der m-Kalkil ist ein Kalkul fir Beweise Uber nebenlaufige Systeme
e Der p-Kalkul ist ein Kalkul fir Beweise in temporaler Logik

e Der Hoare-Kalkul ist ein Kalkul fir Korrektheitsbeweise tiber Programme
Imperativer Programmiersprachen
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2 Beweise In der Mathematik

Unterscheide: Verwendung von Kalkilen
e Um mathematische Schlufweisen zu untersuchen
(=> Mathematik / formale Logik)

e UmM Beweise tatsachlich zu fihren
(=> Informatik)

Nachteile von Kalktlbeweisen (= formalen Beweisen) :

e Da jeder einzelne Beweisschritt mittels einer Kalkulregel
protokolliert werden muf3, sind Kalktlbeweise
— aufwendig zu flhren

— umfangreich
— unubersichtlich
— umstandlich

— schwer lesbar

13
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e Konsequenz:
— In Mathematikbtichern (und anderen Veroffentlichungen)
findet man keine Kalkulbeweise

— “Offensichtliche” Schlisse werden weggelassen (= Makroschritte)
x “wie man leicht sieht, gilt ...”

« “‘ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dal3 ...”

— Intuitive Notationen
x “...” anstatt rekursive Definition

e |Ist das jetzt wieder unprazise ???

— Das geschulte Auge erkennt: Man kénnte den Beweis auch
streng formal fihren, also sind die Schltsse gultig.

— Allerdings: Fehler konnen schon mal tbersehen werden

14
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Ein Beispiel

e Zu zeigen sei “v/2 ist irrational”

o Also: Vg€ Qq+#+2

o Umgeformt (1): Vo, y € Zy 40~ x/y # V2
o Umgeformt (2): Ve, y e Zy#0~x # /2y
o Umgeformt (3): Vo,y € Zy # 0 ~ 2% # 2u°
o Umgeformt (4): Vo,y € Ny # 0 ~ 22 # 2y°

Jetzt Bewels daflr ...
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Behauptung (x) Vx,y € Ny # 0 ~ 22 # 2y?
Beweis:

(1) Annahme: Behauptung ist falsch, d.h. es gelte
(i) Ja,b € Nb#£0A a? = 20

(2) O.B.d.A.: a + b ist minimal, d.h. es gilt
(i) Ve,y e Nao+y <a+bAy#0n 22 #£ 22

(3) Wegen (i) ist a* eine gerade Zahl # 0, und folglich gilt
(iii) a ist eine gerade Zahl # 0

(4) Wegen (iii) gilt firein k € N
(iv) a=2k+2=2(k+1)

(5) Mit (i) und (iv) folgt 4(k + 1)? = 2b%, also 2(k + 1)? = b?, also
(V) 2(a/2)? = 12

(6) Setze in (i) z := bund y := a/2: Dann b* # 2(a/2)? mit (ii) (denn
b+ a/2 < a+ b) im Widerspruch zu (v) !

(7) Konsequenz: Annahme (i) ist falsch, und folglich ist (x) wahr. W
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Beweisanalyse (1)
Beweis von Behauptung (x) ist ein indirekter Induktionsbeweis
(= Induktionsbeweis, der als Widerspruchsbeweis gefiihrt wird)

e Prinzip fir direkten Induktionsbeweis einer Behauptung Vx € N ¢[z]:

Zeige ¢|0] (= Induktionsanfang)
Zeige Vx € N ¢|x] ~ ¢z + 1] (= Induktionsschritt)
Mit dem Induktionsaxiom gilt dann Vo € N ¢[z]

e Prinzip flr indirekten Induktionsbeweis einer Behauptung Va € N ¢[z]:

Annahme: Behauptung ist falsch.

Dann ist 3z € N —¢|x| wahr

Damitist M := {z € N|=¢|x]} nicht leer.

Zeige 0 ¢ M (= Induktionsanfang)

Mit 0 ¢ M konnen wir ein a € M wéhlen,sodaBa #0unda —1 ¢ M
Zeige, dal aus —¢la] auch =¢|a — 1] folgt (= Induktionsschritt)

Dann gilta — 1 € M, also Widerspruch !
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e Induktionsschema fur direkten Induktionsbeweis von Behauptung (x) :
—- Vo,y € Naz=0Ay # 0~ 22 # 2y* (= Induktionsanfang)

~- Vo,y e Nz £0AN[2/2 40~ y* #2(x/2)*] ~ [y # 0~ 2? # 27
(= Induktionsschritt; Beobachtung: y + /2 < x 4 y wenn x # 0)

— Damitgiltauch Vo, y € Ny # 0 ~ 22 # 2y?

e Sehr ungewohnliches Induktionsprinzip !
Warum gilt das Uberhaupt ??? (Antwort => Kapitel 6)

18



Christoph Walther : FGdI 3 - WS 11/12, Kapitel 4 19

Beweisanalyse (2)
Beweis von Behauptung () enthalt zahlreiche Makroschritte (= “Licken”)

e “O.B.d.A.: a + bist minimal” (warum darf man das annehmen ?)
e Folgerung “a? ist gerade Zahl # 0” (Beweis ?)

e Folgerung “a? ist gerade ~ a ist gerade” (Beweis ?)

e Folgerung “a/2 # 0” (Beweis ?)

e Folgerung “2(a/2)? = bv*” (Beweis ?)

= In Kalktlbeweisen mussen diese Licken geflllt werden, selbst triviale Schritte
wie “4(k + 1)? = 2b*> ~ 2(k + 1)? = b*” mlssen durch Regelanwendungen
protokolliert werden
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3 Warum Logik in der Informatik ?

e Die Mathematik ist ein méchtiges Werkzeug mit dem viele Gegenstands-
bereiche formal prazise modelliert und untersucht werden kénnen
— “In jeder Wissenschaft steckt soviel Wahrheit, wie Mathematik in ihr steckt.
(Immanuel Kant)

— “Die Logik ist keine Lehre, sondern ein Spiegelbild der Welt.”
(Ludwig Wittgenstein)

— Allerdings auch: “Wenn man aber einmal mit Logik beginnt, wo ein
Gedanke von selbst aus dem vorangehenden folgt, weil? man zum Schluf}
nie, wie das endet.” (Robert Musil)

e FUr jede Ingenieurdisziplin fundierte mathematische Grundlagen erforderlich:
— Welche Mathematikdisziplin jeweils gut geeignet ist, hangt von dem
konkreten Gegenstandsbereich ab (Bauingenieurwesen, Maschinenbau,
Elektrotechnik, u.s.w.).

e Die formale Logik ist die Mathematikdisziplin, die fir die Informatik gut
geeignet ist, denn
— Informatiker mussen einen Gegenstandsbereich formal erfassen, damit
Aufgaben aus diesem Bereich durch einen Rechner berhaupt verarbeitet
werden konnen.
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— Damit werden formale Sprachen und deren Semantik definiert, also
Begriffe, die uns schon die formale Logik bereitstellt.

— Die Verarbeitung durch einen Rechner wird durch Kalkilregeln modelliert,
also ebenfalls ein Begriff, den uns schon die formale Logik bereitstellt.

— Damit kann man jetzt fur eine konkrete Anwendung untersuchen:
(i) Sind alle Berechnungen korrekt, d.h. ist eine berechnete Losung auch
wirklich die Ldsung eines Problems (Korrektheit) ?
(i1) Kann fur jedes I6sbare Problem auch eine LAsung berechnet werden
(Vollstandigkeit) ?
(ilif) Konnen lésbare und unlosbare Probleme durch einen Rechner immer
erkannt werden (Entscheidbarkeit) ?

(iv) ...
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Also:
e Formale Repréasentation eines Gegenstandsbereichs durch (syntaktisch
korrekte) Ausdriicke der Sprache (Modellierung => FOC Kanonik).

e Semantik der Sprache legt fest, was ein Ausdruck im Gegenstandsbereich
bedeutet.

e Gilltige Schlusse im Gegenstandsbereich werden durch Kalkilregeln model-
liert.

o Zweck:
— Durch formale Modellierung werden Unklarheiten, Mehrdeutigkeiten,
Widersprichlichkeiten in der Erfassung des Gegenstandsbereichs aufgedeckt
(=> FOC Kanonik).

— Prazise nachvollziehbare Aussagen ber Gegenstandsbereich (Inspektion
einer Kalkulherleitung bzgl. der Aussage).

— Kalkilherleitungen kdnnen durch Rechner durchgefiihrt werden, also
anstatt Schlisse im Gegenstandsbereich selbst durchzufihren Gberlassen
wir das einem Rechner.
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4 Bewelse In der Informatik
Nochmal: Ein Kalkdl /& ist definiert durch Angabe

(1) einer formalen Sprache L
— Das kennen wir schon aus der Informatik

(2) den Regeln R von K
— Reine Symbolmanipulation, also auch bekannt aus der Informatik

— Kalkilregeln = Erzeugungsvorschrift flr Baume
(3) den mittels R gebildeten Herleitungen in K
— (mit Formeln markierte) Baume, also auch bekannt aus der Informatik
Fazit:
e Der Kalkllbegriff verwendet Konzepte der Informatik
e (Historisch korrekt: Die Informatik verwendet Konzepte der formalen Logik)

e Also: Formeln und Herleitungen sind Datenobjekte, die durch Algorithmen
bearbeitet werden kdnnen

e Damit: Der Kalkulbegriff verwendet Konzepte, die eine maschinelle
Verarbeitung erlauben
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Konsequenz:
e Nachteile von Kalkilbeweisen aufgehoben durch Rechnerunterstiitzung

e Triviale Beweisschritte (= Llcken bei Makroschritten) kdnnen automatisch
berechnet werden

e Damit: absolute Fehlerfreiheit (relativ zur korrekten Implementierung des
verwendeten Beweissystems)

24
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Beispiel: Beweis von “Va,y € Ny # 0 ~ 22 # 2y*” in VeriFun

Benotigte Prozeduren:
function [Infixr,10] +(X: N,y :N) N <=
iIT 20x) then y else "C(X)+y) end if
berechnet Summe zweier nattrlichen Zahlen

function 2x(x: N) : N <=
iIT 20(x) then 0 else "(C(2x(C(X)))) end if
berechnet Verdopplung einer nattrlichen Zahl

function [postfix] "2(x : N) - N <=
iT 20(x) then 0 else "(CCO)M2 + 2«(C (X)) end if
berechnet Quadrat einer nattrlichen Zahl
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function {(x:N) : N <=
1t 20(%)
then O
else 1T 20C (X))
then O
else "GCCCI)
end i1f
end 1f
berechnet nach unten gerundete Division durch 2

function *R(Xx: N,y:N): N <=
if 20(x) then 0 else R(y, 5(x)) end_if

Ergebnis irrelevant; Aus i gewinnt man das Induktionsschema

flr den Beweis der Behauptung.
Anders gesagt: Das verwendete Induktionsschema wird indirekt durch die

Prozedur ¥ angegeben. (Wie & Warum => Kapitel 7)
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Bendtigte Lemmata:
lemma + IS assoclative <= VX,y,z: N
xX+ty)t+tz=Xx+y+z
automatischer Beweis

lemma + 1Is commutative <= VX,yYy:N X +Vy =Yy + X
automatischer Beweis

lemma + 1s left-cancelable <= Vx,y,z: N
iIf{x +y=x+12z,y =2z, true}
automatischer Beweis

lemma X >y - X +z2 >y + 2z <=VX,y,z:N
iIf{x >y, x+z >y + z, true}
automatischer Beweis

lemma X + X = 2x(X) <= VXN X + x = 2x(X)
automatischer Beweis

27
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lemma 2x 1S Injective <= VX,y: N

1IT{2x(X) = 2x(y), X = vy, true}
automatischer Beweis

lemma 2x(X + y) = 2x(X) + 2x(y) <= VX,Yy: N

2x(X + y) = 2x(X) + 2x(y)
automatischer Beweis

lemma (2x(X))N2 = 2x(2x((X)N2)) <= Vx: N
(2x(x))"2 = 2+x(2x((X)"2))

automatischer Beweis

lemma x = 2x(3(X)) V x = T(2x(G(X))) <= Vx: N
if{x = 2x(G(X)), true, x = T2«GCII)}

automatischer Beweis

28
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lemma 2+x(X) # "(2x(y)) <= Vx,y:N
- 2x(X) = T(2x(Y))

1 Benutzerinteraktion

Zu zeigende Behauptung:
lemma v # 0 — 2x((¥Y)™2) # ()O™N2 <= VX,Y: N

1IT{— ?20Q(y), - 2x((y)"2) = (xX)"2, true}
6 Benutzerinteraktionen

KalkUtlbeweis:
e Keine Beweisllcken (= Makroschritte) !

e Keine Fehler (die Korrektheit von VeriFun vorausgesetzt)

29
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5 Kalkdule als Rechenmodelle

e Kalkil: lat. calculare = dt. rechnen

e Mit Kalkllen kdnnen allgemein Rechenmodelle (= Vorgehensmodelle zur
algorithmischen LAsung eines Problems) definiert werden

e Unterschied zu Algorithmen (als Rechenmodelle):
Kalkul indeterministisch, Algorithmus deterministisch

e Mit Kalkil Abstraktion von Details einer algorithmischen Losung

e Sonderfall Beweiskalktle: Modell fir die Berechnung von Beweisen
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Beispiel: Losung des Matchingproblems

e Definition: 7 (3, V) ist die Menge der Terme (iber
— einer Signatur X fur Funktionssymbole (= Angabe der Menge der
verwendeten Funktionssymbole sowie deren Stelligkeit)

— einer Variablenmenge V
e Spezialfall: Menge der Grundterme 7 (%) := 7 (3, ()

e Definition: Eine Substitution o ist eine totale Abbildung o : V — 7 (X, V)
mit (*) “o(x) # x fur nur endlich viele x € V”
— Wegen (*) kann jede Substitution o durch eine endliche Menge
Orep = {(x,0(x)) € V x T(X,V)|o(x) # x} reprasentiert werden
— Schreibweise: o, = {x1/t1,...,z,/t,} falls
* O(ZEQ = t; furalle : € {1, ce ,n},
x y&{xry,...,v, < oy)=yfliralley €V
— Konvention:
(1) Man schreibt o anstatt o, wenn der Bezug aus dem Kontext
offensichtlich ist.
(if) SUB bezeichnet die Menge aller o .
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e Definition: Fir eine Substitution o ist o eine totale Abbildung
o:T(X,V)— T(X%,V) definiert durch
— o(x) :=o(x)furallex € V
— o(f(ty,...,tn) = f(o(tr),...,0(t,))
e Konvention: Man schreibt o anstatt & wenn der Bezug aus dem Kontext
offensichtlich ist

Das Matchingproblem
e Gegeben:
— Termt € 7(%, V) (genannt Pattern) sowie

— Grundterm ¢ € 7 (X)) (genannt Target)

e Gesucht: Substitution o mit

- o(t)=¢
x Sprechwelse: o Ist ein Matcher von ¢ und ¢

— und 0(t) # q fur alle Substitutionen 6 mit 0., & o,
x Sprechweise: o ist ein minimaler Matcher von ¢ und ¢

e Damit: Ein Matcher o reprasentiert eine Losung fur die
Gleichung t = ¢ In der freien Termalgebra

32
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Beispiel 1 (Matching)

(1) Firt = h(g(z),y) und ¢ = h(g(f(a)),h(a, f(b))) (Mit z,y € V und
f.g,h,a,b € Y)isto = {x/f(a),y/h(a, f(b))} ein minimaler Matcher
von ¢ und g, denn

- o(h(g(z),y)) = h(g(f(a)), h(a, f(b))) (Beweis ?) und
— 6(t) # q fur alle Substitutionen 8 mit 8,., & o, (Beweis ?)

(2) Fur ¢t und g wie in (1) ist @ = {x/f(a),y/h(a, f(b)),z/f(x)} ein Matcher
von ¢ und ¢, denn 6(h(g(x),y)) = h(g(f(a)), h(a, f(b))). Wegen (1) und
Orep & Orep ISt 6 jedoch nicht minimal.

(3) Furt = h(g(z),z) und g = h(g(f(a)), h(a, f())) ist das Matchingproblem
unldsbar, denn fir einen Matcher o mufdte

— sowohl o(z) = f(a)
— alsauch o(z) = h(a, f(b))
gelten (aber f(a) # h(a, f(b)) in der freien Termalgebra !).

Jetzt: Losung des Matchingproblems mittels eines Kalkdls ...
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Definition 1 (Matchingkalkul)
(1) Sprache: Mengen (A, o) € 27EVIXTE) » SUB mit |A| < oo.
(2) Regeln:

AWw{x=r} o
0(A),0U o
AW{f(t1...tn) =f(q1-..qn)},0
AU{tl ina"'atniQTZ}70_
Aw{t=t},o
Ao

(a) Solve: , fallsz e Vund 0 = {x/r}°

(b) Decompose:

(c) Eliminate:

(3) Herleitungen:

— Fur A, A" Cg, T(%, V) x T(X)und 0,0’ € SUB ist = eine bindre
Relation auf 27(E VIXT(X)  SUB definiert durch “(A, o) = (A, o) gdw.
(A’,0’) aus (A, o) durch Anwendung einer der Kalkilregeln entsteht”. °

— Damit: Ein Matching-Problem A ist l6sbar und o ist ein Losung von A
gdw. (4,e) =" (0,0). '

4 2M — potenzmenge von M.

> AW {a} steht fir AU {a} mita ¢ A. Zwecks Lesbarkeit wird ¢ = ¢ anstatt (¢, ¢) fur Paare aus 7 (3, V) x 7 (%)
geschrieben. 9(A) :={0(t) = q|t =q € A}

6 M Cy, N steht fir M C N und | M| < co.

7 ¢ bezeichnet die identische Substitution, d.h. Erep = 0.
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Bemerkung 2 Mit der Anwendungsbedingung “falls f(t1...t,) # f(q1---qn)”
flr die Decompose-Regel erhalt man eine Optimierung, da dann identische Grund-
terme nicht unnétigerweise zerlegt werden — solche Paare von Grundtermen kon-
nen in einem Schritt mittels der Eliminate-Regel eliminiert werden.

Beispiel 2 (Matchingkalkil)
(1) Far die Terme ¢ und q aus Beispiel 1(1) erhalt man

({lg(x), y) = )( g(f(a)), Ma, f(b)))}),0)

= ({g(z) = g(f(a) h(a, f(b))},0) , mit Regel (b) Decompose
= ({g(x) = g(f(a))}. {y/h(a, FD))})  mit Regel (a) Solve
= ({z = f(a)},{y/h(a, f(b))}) , mit Regel (b) Decompose
= (0,{x/f(a),y/h(a, f(b))}) , mit Regel (a) Solve

(2) Fur die Terme ¢ und ¢ aus Beispiel 1(3) erhalt man

({h(g(x), z) = h(g(f(a)), h(a, f(b)))}. )
= ({g(x) =g(f(a)),z = h(a, f(b)},0) , mit Regel (b) Decompose
= ({g(hla, f(b))) = g(f(a))},{z/h(a, f(b)}) .mitRegel (a) Solve
= ({Mla, f(b)) = fla)},{z/N(a, f()}) , mit Regel (b) Decompose
> , keine Regel anwendbar
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Fur den Matchingkalkudl gilt:

Satz 2 (Eigenschaften des Matchingkalkils)

(1) (Korrektheit) Sei 0 € SUB eine Losung von A Cg, 7(3,V) x T (X). Dann
gilto(t) = qfirallet = q € A.

(2) (Vollstandigkeit) Sei A Cg, T(2,V) x T(X) undsei 8 € SUB mitf(t) = q
furalle t = q € A. Dann gibt es eine Ldsung von A.

(3) (Minimalitat) Sei A Cg, T (2, V) x T (X),seif € SUB mit(t) = ¢ fir alle
t =g € Aundseioc € SUB eine Losung von A. Dann gilt o C 6.

Weitere Beispiele fur Kalkile als Rechenmodell:
e Berechnungskalkil fur die Semantik von £-Programmen (=> Kapitel 5)

e Kalkul zur Uberprifung der Typkorrektheit von Termen
e \-Kalkil (=> Berechenbarkeitstheorie)





