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1 Sorten, Signaturen, Terme

Definition 1 (Sorten und Signaturen)
(1) S # 0 sei eine endliche Menge, genannt die Menge der Sortensymbole.

(2) Furjedesw € S*undjedes s € S sei 2,5 eine endliche Menge von Funktions-
symbolen mit X, N Xy = 0 flr ws # w's’.

(3) X := (Xus)ses-g NeiBt dann eine S-Signatur.

Beispiel 1

(1) S :={bool, nat, stack} (2) Xpoor := {true, false}

(3) Enu ={0}, (4) Sitack == {empty},
Znat,nat = {SUCC} Znat,stack,stack = {PUSh}

Bedeutung:

(1) bool, nat und stack sind Namen von Mengen.
(2) Fur die Sorte bool gibt es 2 Funktionen, die Konstanten ¢rue und false.
(3) O ist Konstante der Sorte nat, succ ist Funktionssymbol mit succ : nat — nat.

(4) empty ist Konstante der Sorte stack, push ist Funktionssymbol mit
push : nat X stack — stack.



Christoph Walther : FGdI 3 - WS 10/11, Kapitel 11 3

Definition 2 (Terme tber X und V)
(1) Fur s € S ist V unendliche Menge der Variablensymbole von s mit
VN Vy = () fiir s £ s'. Wir definieren V := (V;)ses und fordern VN 3 = ().
(2) T (%,V), C (VUX)" ist die Menge aller Terme der Sorte s tber V und %,
definiert durch: Fiir jedes ¢t € (VU X)"giltt € 7 (X,V), gdw.
(@) t € V, oder
(b) t = ftl .. -tn, f S Zsl ..... Sn,S und tl S T(Z,V)Sl,- T 7tn = T<Z’V>Sn

) T(X,V):=(T (%,V),),.s die Menge aller Terme
(4) T (X), =T (%,0),, die Menge der Grundterme der Sorte s
(®) 7 (2) = (7 (X))

seS"

Beispiel 2 Seienn,m € Vi und k € Ve
true, false € T (X, V)p001,0 € T (X, V)
succ(succ(0)) € T (£,V), .,
push(succ(succ(O)), push(O, push(succ(O), empty))) € T (X, V) 0
nmeT (E,V), ., k€T (V)
push(n, push(O, push(succ(m), k))) € T (X, V) 0r

nat empty S T (27 V)stack
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Stimmt eigentlich nicht: Es muB z.B.

stack

“push succ succ O push O push succ O empty € T (X, V)

heilen.
Also: In Beispielen verwenden wir Klammern und Kommata !

Definition 3 (Sensible Signaturen)
Eine S-Signatur X ist sensibel gdw. 7 (X)), # () fir alle s € S.

Beispiel 3

(1) Die Signatur > aus Beispiel 1 ist sensibel.

(2) Fur S = {woid} ist die S-Signatur ¥ mit X0 = 0 und Xypidveie = {f}
nicht sensibel.

Ab jetzt: Wir betrachten nur noch sensible S-Signaturen > !

e Esqilt7 (X,V) C (WUX)", dh. T (X,V) ist eine bestimmte Menge von
Worten, d.h. 7 (3, V) ist eine formale Sprache.

e \Welche Bedeutung sollen die Worte aus 7 (33, V) haben, d.h. was soll mit
Elementen aus 7 (X, V) beschrieben werden?
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2 x-Algebren

Definition 4 (2-Algebra)

Sei & Menge von Sortensymbolen und sei X eine S-Signatur. Dann ist eine X-
Algebra ein Paar A = (A, o) mit

(1) A= (A;),.s (Aisteine Familie von Tragermengen A, fir jede Sorte s € S)
(2) A, # 0 fir jedes s € S (keine Tragermenge ist leer)
(3) a = (Oéf>fez (o ist Familie von Deutungsfunktionen o fiir jedes f € X))

.....

Bedeutung:
e Jedem Sortensymbol s wird eine nicht-leere Tragermenge A, zugeordnet

e Jedem Funktionssymbol f wird mittels der Deutungsfunktion « eine totale
Funktion o ¢ auf diesen Tragermengen zugeordnet

e Die Deutungsfunktion respektiert die Signatur !
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Beispiel 4
S = {bool, nat} , Xy := {true, false} , X0 = {0}, Xnatnat == {succ} .
(1) AbOOl — {Ta J—}

(2) At =N

) appue =T
(4) appse = L
(5) ap =0

(6) asyee(n) =n+1

Bedeutung:

true und false werden als verschiedene Konstanten gedeutet. Das Konstanten-
symbol O wird als 0 und das Funktionssymbol succ als Nachfolgerfunktion in
den natlrlichen Zahlen gedeutet.
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Beispiel 5

S = {bool, nat} , Xy := {true, false} , X0 = {0}, Xnatnat == {succ} .
(1) Apoot =N

2) A =R

(3) aprue =17

(4) ovppse =7

(5) ap =2

(6) asucc(”) S 1/(n2 + 1)

Ist das denn sinnvoll ???
Unwichtig — “sinnvoll” ist nirgends gefordert!

(A, ) ist eine X-Algebra, nur das ist hier gefragt.
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Beispiel 6
S = {bool, nat} , Xy := {true, false} , X0 = {0}, Xnatnat == {succ} .
(1) AbOOl — {Ta J—}

(2) At =N
) appue =T
(4) appse = L
(5) ap = L

(6) asucc(”) =T

(A, «) ist keine X-Algebra !
Es gilt O, sSowie succ €Xpat nq UNd damit ist
ap:— {T, L} und age : N — {T, 1}

verboten (Signatur wird nicht respektiert!)
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3 Deutung von Termen durch x-Algebren

Mit >-Algebren werden Grundterme gedeutet, d.h. die Worte aus 7 (%)
bekommen eine Bedeutung:

Definition 5 (Deutung von Grundtermen)

Sei S Menge von Sortensymbolen, X eine S-Signatur, A = (A, a) eine X-Algebra.
Dann ist fur jedes t € 7 (%), die Deutung A(t) € A, definiert durch:

(1) A(t) == ay, fallst = f € ¥, flreine Sorte s € S

(2) A(t) = ap(Alt1),...,A(ty)), fallst = fti...t,und f € X5 5 s flr
gewisse Sorten sy, ...,s,,s € S.

Bedeutung:
e Jedes Konstantensymbol f wird durch ein Element o der Tragermenge
gedeutet

e Fir jeden (nicht-Konstanten) Term ft;...t, werden (rekursiv) zunéchst
die Deutungen A(ty),..., A(t,) der Argumente ¢y, ... ,t, bestimmt. Man
erhalt eine Folge von Elementen aq, ..., a, der Trdgermenge(n). Auf diese
Elemente wird dann die dem Funktionssymbol f mittels der Deutungsfunktion
zugeordnete Funktion o/s angewendet, also A(ft1...1,) = ay(ay, ..., an).
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Bemerkung 1  Das kennen wir eigentlich schon —z.B. Ausrechnenvon 3 x« 5 + 7:

e 3,x 5 4+ und 7 sind Symbole. Bedeutung:

- 3:=3,5:= 5,7 := 7, d.h. diesen Konstantensymbolen werden konkrete
nattrlich Zahlen zugeordnet.

— x := Multiplikation InN, + := Addition in N, d.h. diesen Funktionssymbolen
werden konkrete Funktionen auf den nattrlichen Zahlen zugeordnet.

e Wie wird die Bedeutung festgelegt?
— Miindliche Uberlieferung — Schule: Das kleine Einmaleins
— Durch Implementierung in einem Rechner (Taschenrechner, PC, ...)
— Formal: Durch eine >-Algebra !
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e Deutung von Termen durch Y-Algebren, d.h. die Worte aus 7 (33, V)
bekommen eine Bedeutung.

e \Was machen wir mit den Variablensymbolen ?

Definition 6 (A-Variablenbelegung)

Sei A = (A, «) eine X-Algebra (bzgl. Sortenmenge S). Dann heift eine totale
Abbildung

a:y —S A
eine A-Variablenbelegung.

Firy € V;unda € A, istaly/a] : V —s A definiert durch: aly/a|(x) := a,
falls z = y, und aly /a|(x) := a(z) andernfalls.

Jede A-Variablenbelegung a : VV —s A wird zu einer Abbildung
a:7(2,V)—s A

erweitert durch:

1) a(t) == a(z), fallst =2z €V

(2) a(t) := ay, fallst = f € ¥, flr eine Sorte s € S

(3) a(t) = as(a(t),...,a(t,)), falls ¢ = fty...t,und f € X . ¢ fur
gewisse Sorten sy, ...,s,,s € S.
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Bemerkung 2
e Esgilta(t) = A(t) fur jeden Grundterm ¢t € 7 (X).

e Mitawerden Terme ¢ € 7 (X, V) genauso gedeutet wie durch die ©-Algebra
A. Falls jedoch Variablensymbole x in t vorkommen, so werden diese mittels
der Variablenbelegung a gedeutet, also als a(z).

e Ab jetzt: Keine Unterscheidung zwischen a und a, d.h. wir schreiben
Immer a.

e Kleine Hilfe fur die Ubungen: Schreiben Sie @ anstatt a, falls Ihnen Fraktur-
buchstaben nicht so leicht von der Hand gehen.

Bemerkung 3  Das kennen wir auch schon — z.B. Ausrechnen von 3 x x + y:
e Eine A-Variablenbelegung modelliert den Speicher einer Rechners.

e Gelangt der Rechner bei Auswertung eines Ausdrucks (= Term) an eine Vari-
able x, so wird aus dem Speicher die dort abgelegte Zuordnung (formal: a(x))
zur Berechnung verwendet.

e “Speicherbelegung” aly/a] entsteht aus “Speicherbelegung” a, indem der In-
halt der Variablen y mit a “Uberschrieben” wird.
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4 Deutung von Formeln durch x-Algebren

Definition 7 (Formeln tber V' und )
Gegeben S-Signatur > sowie V.

Die Menge A7 (X, V) C (VUX U {=})" der atomaren Formeln tber V und X
Ist definiert durch:

(1) t1 =ty e AT (X,V), fallsty,t, € T (X, V), fureins € S.

Die Menge F (X,V) ¢ (VW UX U{=,—,A,V})" der Formeln tiber V und X ist
definiert durch:

(1) ¢ € F (X, V), fallsp € AT (3, V)

(2) = € F(X,V), falls¢p € F(3,V)

(3) ¢y Ay € F (3, V), falls ¢y, 0, € F (X, V)

(4) Veisp € F (3, V), fallss € S,z € V,und ¢ € F (3, V).
Bemerkung 4

e Anstatt Pradikatensymbole P verwenden wir Funktionssymbole p € X, po01
und schreiben p(. ..) = true anstatt P(...).

e Grund: => Kapitel 9 (Folien 6 und 7)
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Schreibweisen
e In Beispielen Klammern und Kommata wie bei Termen.

o Kurz “Va ¢” anstatt “Vx:s ¢”, wenn s beliebig ist.

e Wir verwenden in Beispielen auch die tblichen Junktoren Vv, —, «<» und den
Existenzquantor 4. Ausdrlcke der erweiterten Sprache werden formal — wie
ublich — als Abkutrzung fur Ausdricke der Kernsprache aufgefalt. Z.B. steht
“Vo ¢ — Jy 7 fir “=(Vo ¢ A Vy ).

e In Beispielen lassen wir "= true" weg, also z.B. “even(z) — —odd(x)”
anstatt “even(z) = true — —odd(z) = true”.

Hinwels
e Im allgemeinen kann es in einer pradikatenlogischen Sprache neben einem
Gleichheitspradikatensymbol (hier: =) noch weitere Pradikatensymbole

geben.

e Hier Sonderfall: Es gibt nur ein 2-stelliges Pradikatensymbol, ndmlich =
(=> Kapitel 9, Folien 6 und 7).



Christoph Walther : FGdI 3 — WS 10/11, Kapitel 11

Was bedeuten Formeln?

Deutung von Formeln durch >-Algebren, d.h. die Worte aus F (X, V)
bekommen eine Bedeutung.

Was bedeutet = ?
Wie deuten wir die Junktoren — und A ?

Wie deuten wir den Allquantor V ?

15
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Definition 8 (Deutung von Formeln)

Sei A = (A, a) eine 3-Algebra (bzgl. Sortenmenge S) und a : V —s A eine
A-Variablenbelegung. Dann ist das Paar I = (A, a) eine 2-Interpretation. Die
> -Interpretation I erfullt eine Formel ¢ € F (X, V) (kurz: I = 455(x) ¢) gdw.

(1) ¢ =t; =ty und a(ty) = a(ts)
(2) ¢ =—¢" und I PEyx) ¢
(3) ¢ = &1 A ¢y und sowohl I =4y ¢ als auch I |= 455 b3
(4) ¢ =Vais ¢ und I[z/a] =4z ¢ fir jedes a € A,
(wobei I|x/a| .= (A, alx/a))).
o ¢ c F(X,V)isterfullbar gaw. I =45 ¢ fir eine X-Interpretation /.

e Eine X-Interpretation I erfullt eine Formelmenge ® C F (%, V)
(kurz: I = 459m) @) gdW. I =45 @ fiir alle ¢ € .
o & C F(X,V)isterfalloar gaw. I |= 4, s © fur eine X-Interpretation 1.

o ¢ c F(X,V)istallgemeinglltig gdw. I |=4,(x) ¢ fur jede
>.-Interpretation 1.
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Bemerkung5  Also:
e = deuten wir als ldentitat.
e — und A deuten wir (wie Ublich) als “nicht” und “und”.

e Y deuten wir (wie Ublich) als “fur alle”.

Schreibweise: Fur eine >-Algebra A steht Alx/a] fir jede >-Interpretation
(A, a[z/a)) mit beliebiger A-Variablenbelegung a.

Definition 9 (Semantische Folgerung)

e Eine Formel ¢ € F (X, V) folgt aus einer Formelmenge & C F (3, V) (kurz:
O Ermy) 0) 90w, I |=4x) ¢ flr alle X-Interpretationen I mit I = 455 ©.
Wir schreiben =z(s 1y ¢, falls @ = ().

o OFrew definiertals {¢p € F (3,V) | ® =gy ¢}, ist die Menge aller
Folgerungen von & C F (3, V).
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Satz 10 ¢ € F(%,V) ist allgemeingultig gdw. |=rx ) ¢, d.h. 057 ist die
Menge aller allgemeingultigen Formeln.

Satz 11 |=r(x ) ist monoton, d.h. fiir alle &, ¥ C F (3, V) qilt
dC VU= (I)):}"(Z,V) C \Ijlzf(E,V)

Konvention:

Im Folgenden kurz “=" anstatt “= 4;,(s)” und “I=£(x, ). D.h. “overloading” von
“E=". Aber aus dem Kontext ist immer ersichtlich, ob “= 4;,(x)” oder “l=z(5 1)”
gemeint ist.
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Welche Formeln werden durch eine X-Algebra erfillt ?

Definition 12 (Geschlossene Formeln, F, (3, V))

Fir ¢ € F(X,V) sei V(¢) C V die Menge aller Variablensymbole in der
Formel ¢. V;(¢) C V(¢) ist die Menge aller freien Variablen von ¢, definiert
durch:

(1) V¢
(2) V¢

o) :=V(¢), fallsp € AT (3, V)

—¢) = V()

(3) V(1 A @3) == V(1) U V()

(4) Vi(Vais ¢) == Vi(¢) \ {z}

¢ € F(X,V)ist geschlossen (kurz: ¢ € F, (X,V)) gdw. V¢(¢) = 0.

N N

Definition 13 (Theorie einer >:-Algebra)

e Eine X-Algebra A = (A, o) erfullt eine geschlossene Formel ¢ € F, (3,V)
(kurz: A | ¢) gdw. I |= ¢ flr jede X-Interpretation [ = (A, a) gilt.

e Die Theorie Th(A) einer 3-Algebra A ist definiert durch
Th(A) = {6 € F,(S.V) | A= ¢} .
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Bemerkung 6

e Solange wir nur geschlossene Formeln betrachten, spielt die Variablenbelegung
einer Interpretation keine Rolle. Daher A = ¢ anstatt (A, a) = ¢.

e Die Theorie Th(A) einer ¥-Algebra A enthélt alle wahren Aussagen Uber die
Funktionen und Elemente (der Tragermengen) der Algebra, die wir mittels
geschlossener Formeln aus F, (2, V) aufschreiben konnen.

e Spater: >-Algebra M p wird definiert durch die Funktionen, die durch die
Prozeduren eines Programms P berechnet werden. Theorie Th(Mp) enthalt
dann alle wahren Aussagen Uber P. \Verifikation einer Programmaussage ¢
bedeutet dann: Feststellen, ob ¢ € Th(Mp) gilt.

Satz 14 Seien A, B X-Algebren und sei ¢ € F, (X, V). Dann gilt:

(1) 07 C Th(A), d.h. jede Theorie enthalt alle allgemeingiltigen Formeln,
(2) Th(A) # 0, d.h. keine Theorie ist leer,
(3) ¢ ¢ Th(A)oder —¢ ¢ Th(A),d.h. Th(A)
(4) ¢ € Th(A) oder =¢ € Th(A),d.h. Th(A)
(5) Th(A) U {¢} isterfillbar gdw. ¢ € Th(A),
(6) Th(A) = Th(B)gdw. Th(A) C Th(B).

Ist konsistent (widerspruchsfrei),
Ist vollstandig,
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Beispiel 7 Sei S := {bool, nat} , Yo = {true, false} , ¥ := {0}, Enatonat
= {S’U,CC} 3 Z7m15,nat,nat = {plus}aznat,nat,bool = {gt} und PLUS> — (Aa CM)
definiert durch

(1) Anat — N’ Abool — {T7 J—};
(2) Xtrye = T, Ufglse -— J—a Qo = 07 O‘succ(”) =N+ 17
(3) O‘plus(“a m) =n+m,

T fallsn >m
(4) ag(n,m) = { 1 [ fallsn <m’

Dann enthdlt Th(PLUS) alle wahren Aussagen Uber 0, Nachfolgerfunktion und
Addition, die mittels Formeln aus F, (X, V) ausgedriickt werden kénnen. Z.B.

o [Vz:nat. —succ(x) = O] € Th(PLUS-),

o [Vxinat. gt(succ(x),O) = true] € Th(PLUS-),

o [Jz:nat. —plus(xz,x) = x| € Th(PLUS-),

o [Va,y:nat. plus(x,y) = plus(y, z)] € Th(PLUS-),

o [Vx,y,z:nat. plus(x, plus(y, z)) = plus(plus(x,y), z)| € Th(PLUS-),

o \Vx,y, zinat. plus(xz,y) = plus(z, z) — y = z| € Th(PLUS-),
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Aber:
Beispielsweise kann

| Range ,4(n)| < oo fur allen € N

mit Range 4(n) := {m € N | ay(n,m) = T} nicht mittels Formeln aus 7, (X, V)
ausgedrickt werden !

Bezug zu und Erinnerung an FGdl 2
e Signaturen werden in FGdI 2 durch S anstatt durch > bezeichnet.

e Eine S-Algebra Uber einer Signatur S fir Funktionssymbole (und Prédikatssym-
bole bzw. Relationssymbole) wird in FGdI 2 als .S-Struktur bezeichnet.

e InFGdl 2 wird £4 anstatt o filr die Deutungsfunktion eines Funktionssymbols

f geschrieben:
— Schreibweise hier: A(£(t1,...,t,)) = as(A(t1),..., A(ty))

— Schreibweise FGdI 2: (f(tq,...,t,))" = £4(t, ..., t2)

e A-Variablenbelegungen a : V — A werden in FGdI 2 kurz Belegungen
genannt und i.A. durch “3” bezeichnet:
— Schreibweise hier: I(x) == a(x)und I(£(tq,...,t,)) = as(I(t1),...,(ty,))
1

— Schreibweise FGdI 2: x! := a(x) und (f(ty,...,t,)) = £1(t], ... t))
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5 Elgenschaften der Symbolischen Auswertung

Satz 15 (Korrektheit der Symbolischen Auswertung)
Seien

e AXp die Menge aller Axiome der Datentyp- und Prozedurdefinitionen eines
L-Programms P,

o Lemifica die Menge aller bewiesenen Lemmata von P,
o AXpem,, .. die Menge der Axiome der Lemmata aus Lem yerificd,

o Ep ={Vx,y:T. eq.(x,y) = true < x = y|Typ 7 # bool ist in P definiert}
U{Vz:bool. x = true V x = false},

e seq = (H,IH I b) eine HPL-Sequenz in P, und

e b ein boolscher Term in P, so daB &’ aus b durch Anwendung endlich vieler
Schritte der symbolischen Auswertung entsteht (Kurz: b =ax,. Lem . seq b).
Dann gilt

AXpU AXLemveriﬁed U&p
B
V.. [Neph=true ANy pem V... (th=true) - b=0]. W
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Bedeutet:

e Inallen Modellen von AXp U AX 1, .. U Ep Werden
bund b’ bzgl. H und IH identisch gedeutet

e Damit: Symbolische Auswertung fuhrt Gleichheitsumformungen durch.
o Sonderfall b & 4x, Lem,a seq TTUE:
Dann gilt

AXp U AXLemumﬁed Ué&p
-

V.. [Apeyh =true ANy e V... (ih = true) — b = true]

d.h. bistin jedem Modell von AXpUAX 1o, .. UEP ZQl. H und TH wahr!
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Aber: Symbolische Auswertung ist unvollstandig, d.h. es gibt Programme P und
boolsche Terme b mit AXp U AX [, . UEpEV...[... = b= true| aber

b %AXPaLemveriﬁedﬁeq true )

erified

Beispiel 8 (Unvollstandigkeit der Symbolischen Auswertung)
e Definiere Prozedur “<” (entsprechend Prozedur “>")

e lemma < istransitive<=Vx,y,z:>natif{x<y, if{y<z,x<z,
true}, true} wird mittels Verify automatisch bewiesen (Induktionsbeweis)

e lemmax < succ(x) <=V x I nat x < succ(x) wird mittels Verify automa-
tisch bewiesen (Induktionsbeweis)

e lemma x < succ(succ(x)) <=V x I nat x < succ(succ(x)) wird mit-
tels Verify automatisch bewiesen

— Aber: Auch hier Induktionsbeweis obwohl nicht erforderlich —
lemma x < succ(succ(x)) kann allein mittels lemma < is transitive
und zweimaliger Anwendung von 1lemma x < succ(x) ohne Induktion be-
wiesen werden :

(1) x < succ(x) lemma x < succ(x)
(2) succ(x) < succ(succ(x)) Instanz von lemma x < succ(x)
(3) x < succ(succ(x)) mit (1), (2) & 1lemma < is transitive
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Warum Unvollstandigkeit ?

o O F o ist rekursiv aufzahlbar (= semi-entscheidbar), d.h. man kann einen
automatischen Beweiser ATP bauen, der (immer) “® E " feststellt, falls dies
tatsachlich gilt (=> “ATP ist vollstandig™)

e O ¥ o ist nicht rekursiv aufzahlbar, d.h. man kann keinen automatischen
Beweiser ATP bauen, der (immer) “® = " feststellt, falls ® F ¢ nicht gilt

e \orraussetzung: “ATP ist korrekt”, d.h. es gilt & F ¢, falls ATP “® F ¢”
feststellt

e Konsequenz: Fur ® # ¢ kann ein Beweisversuch von ¢ F ¢ mittels ATP zu
einem unendlichen Lauf von ATP fiihren.

e Anders gesagt: Eine allgemeingiltige Aussage kann immer maschinell
bewiesen werden, es kann iI.A. jedoch nicht maschinell festgestellt werden, ob
eine Aussage nicht allgemeingultig ist.

e Damit:
Implementiert man eine vollstandige Symbolische Auswertung, so terminiert
diese i.A. nicht fur b falls AXp UAX 10, UEPE Y .. [... — b = true]!
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e Konsequenz:

27

Wegen der Unvollstandigkeit der symbolischen Auswertung sind die

HPL-Regeln
6. Case Analysis 11.
/. Use Lemma 12.
8. Unfold Procedure 13.
9. Apply Equation 14,
10. Purge 15.

Induction

Insert Induction Hypotheses
Insert Hypotheses

Move Hypotheses

Delete Hypotheses

(=> Kapitel 3) erforderlich, um einen Beweis gegebenenfalls durch Benutzer-

interaktion weiterzufiihren.
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Warum muf man sich Gberhaupt um # kiimmern ?

(1) l.a. sind Programme fehlerhaft und Behauptungen Gber Programme falsch:

Ein System muB auch fur fehlerhafte Programme und falsche Behaup-
tungen sinnvolle Ergebnisse liefern, die es einem Benutzer ermdglichen
Fehler zu erkennen, um diese dann zu korrigieren

(2) In Kapitel 12 definieren wir, wann ein Lemma wahr ist. Hier nur kurze
vereinfachte Vorschau (Details => Kapitel 12):

Der Wahrheitsbegriff fir Lemmata basiert auf sogenannten Standardmo-
dellen M p (= erzeugte Algebren) von AX p (es giltalso Mp E AX p)

Ein Lemma lem ist wahr gdw. lem im Standardmodell M p gilt
(d.h. Mp E lem bzw. lem € Th(Mp))

Also: Wir sprechen tber die Gultigkeit von Aussagen in einem bestimmten
Modell von AX p und nicht in allen Modellen (= Allgemeingiltigkeit) von
AXp

Offensichtlich: AX p E lem ~ Mp E lem
x  Damit: Herleitungen der Symbolischen Auswertung sind auch im
Standardmodell korrekt

Aber: Mp E lem /A~ AXp E lem ! D.h. Es gibt Programme P und
wahre Behauptungen lem Uber P, so dal} lem nicht aus AX p folgt.
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Beispiel 9 (Assoziativitat von plus ist nicht allgemeinguiltig)

e Programm:
P = ( structure bool <= ..., structurenat <= ...,
function plus(x, y - nat) - nat <= ... )

e Axiome (vgl. Kapitel 9):

AXp=1{ Vz,ybool ifp,,{true,z,y} ==
Vx,y:bool if,{false,x,y},y
eq,,: (0,0)= true
Vrnat pred(succ(z))==x
Vz,ymat eq,,,(succ(z),succ(y))=eq, ,(,y)
Vz:nat eq, ,(0,succ(z))= false
Va:nat eq, ,,(succ(x),0)= false
Vx,y:mnat if,{true,z,y} =z
Vx,ymnat if,{false,z,y} =y
Vznat ?20(z)= eq,,;(z,0)
Va:nat ?succ(z)= eq, (v ,succ(pred(x)))
Vz,ynat plus(x,y)= ifsa{eq, . (z,0),0,

succ(plus(pred(), 1))} }
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e Signatur:

¥p =1 true,false :— bool
1f;,, : bool X bool X bool — bool
0 :— nat
succ,pred : nat — nat
eq,,+ - nat X nat — bool
if,, : bool X nat X nat — nat
?0,7succ : nat — bool
plus : nat X nat — nat }

e Y p-Algebra A = (A, ) mit

- Abool — {Ta J—}
— Apar =NU {2z + 3|z € Z}, also

Apar = {..., —3.5,—2.5, 1.5, —0.5,0, 0.5, +1, +1.5, 42, +2.5, ..

— Qltrge = | SOWIE Qiga1se = L

— ais (T,a,b) :=afirs € {bool,nat} undalle a,b € A

— ays (L,a,b) :=0bfiurs € {bool,nat} undalle a,b € A;

— g = 0 sowie agyec(a) :=a+ 1firallea € Ay

— Oprea(0) := 0 SOWi€ apreq(a) :=a — 1 flralle a € Apa: \ {0}

3

30
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— Oleq_(a,a) = T SOWie qeq_(a,b) := L flralle a,b € An,e mita # b
— a0(0) := T sowie asp(a) := L furalle a € Apae \ {0}
— 7gucc(0) := L sowie arguec(a) ;== T firalle a € A, \ {0}
— Qpius(a, b) == (a —b) + % firalle a,b € Ayop \ N
— pus(a,b) :=a+bfirallea,b € Ay, mita € Noderb € N
e Esqilt A F AXp (=> Ubung)

e Aber (I): Flr ¢ :=Vx,y, z-nat

eq,(plus(z,plus(y,2)),plus(plus(z,y),z)= true
gilt A & o denn

Alx/9.5,y/4.5, 2/3.5] (plus(zx, plus(y,z)))
Qp1us (9.5, ap1us(4.5,3.5))

Orp1s(9.5, 1.5)

8.5

2.5

Ctp1us (5.5, 3.5)

Qp1us(Qp1us(9.9,4, 5), 3.5)
Alx/9.5,y/4.5,2/3, 5] (plus(plus(z,y),2))

e und damitgilt AXp 7 ¢! o

| N
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Damit: Eine vollstandige symbolische Auswertung muf angesetzt auf [em nicht
notwendigerweise terminieren (obwohl [em wahr ist)

Konsequenz:
Die Terminierung der Symbolischen Auswertung muf erzwungen werden !

e Naiver Ansatz: Die Symbolische Auswertung eines boolschen Terms b wird
nach n Schritten mit Ergebnis &’ gestoppt.

e Aber: Ergebnis b' im allgemeinen fur weitere Arbeit unbrauchbar !

e Ndutzlicher Ansatz: Heuristik, die ausgehend von Programm P und Beweisziel
b entscheidet, wann Auswertungsversuch mit brauchbarem (!) Ergebnis ¢’
abgebrochen werden soll.

e Aber: Die Heuristik muf} in gewissen Fallen irren, denn
andernfalls ware ® =  ja doch rekursiv aufzahlbar.

Fazit: Um nicht-terminierende symbolische Auswertung zu verhindern,
mul3 symbolische Auswertung unvollstandig sein (s. Beispiel 8) !



