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1 Grundlagen von Induktion und Rekursion

1.1 Induktionsprinzipien

Beispiel 1 (Induktionsprinzipien, vgl. FGdl 1)
(1) Induktion in N:
((0) AVR:N p(n) = p(n+1)] = Vn:N p(n)

(2) Induktion in [ist[N] (= Listen Uber N)
(p(9) AVE:list]N],n:N p(k) = p(n: k)| = Vk:list|N] (k)

(3) Induktion in X* (= Menge endlicher Worte (iber Alphabet > mit Leerwort ¢)

[p(e) ANVwX a:X p(w) = plaw)] = Yw: X p(w)
oder
(p(e) ANVw:Z*, a:X p(w) = p(wa)] = Yw:X™ o(w)

Warum gilt das, was ist das Prinzip?
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Definition 1 (Fundierte Menge)

Sei M eine Menge und > eine Relation auf M. Dann ist > fundiert und (M, >)
ist eine fundierte Menge gdw. gilt:

Es gibt keine unendliche Folge mg, mi, mo, ... mitm; € M
und mgo = mq = mo = .... H

Beispiel 2 (Fundierte Mengen)

(1) (N, >) isteine fundierte Menge (... >3 >2> 1> 0 #)
(2) (Z,>) ist keine fundierte Menge (... >3>2>1>0>—-1> —-2>..))

(3) (X*,>) mitwu > v gdw. u = av (oder u = va) flr ein a € ¥ ist eine
fundierte Menge

(4) (list[N], >) mitk > ¢ gdw. k = n: ¢ firein n € Nist eine fundierte Menge
(5) (G(P),=p) ist keine fundierte Menge (=> Kapitel 5, Abschnitt 2.2)



Christoph Walther : FGdI 3 — WS 09/10, Kapitel 6 4

Allgemeinstes Induktionsprinzip: Noethersche Induktion

Satz 2 (Noethersche Induktion)
In fundierten Mengen (M, >) gilt das Induktionsprinzip, d.h. es gilt

Ym:M (Ym':M m = m' = o(m')) = o(m)] = Ym:M ¢o(m) (1)

Beweis: Behauptung (1) hat die Form [A] = Vm:M p(m). Wir flihren einen
Widerspruchsbeweis, d.h. wir nehmen an, dal’ [A] gilt, Vm:M o(m) jedoch
falsch ist. Dann mu® 3m: M —p(m) gelten.

Sei my ein bzgl. > minimales Element in M mit —p(my). Dann gilt p(m’)
fir alle m’ € M mit mg = m’. Mit [ A] gilt dann insbesondere

(Vm':M mqy = m' = p(m')) = p(my)
und somit gilt o(myg). ¥

Hinweis: Noethersche Induktion in der fundierten Menge (N, >) wurde in
FGdI 1 als Werteverlaufsinduktion bezeichnet.
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Alternative Formulierung der Noetherschen Induktion

Fur eine fundierte Menge (M, ) definieren wir:

o min. (M)={m € M|m ¥ m’ firallem’ € M} (= die >=-minimalen
Elemente von M)

o pre._(m):={m’ € M|m = m'} (= alle --Vorganger von m € M)
Damit Noethersche Induktion umformuliert:

Vm:M m € min,. (M) = p(m)A
Vm:M m ¢ min. (M) A [Vm':M m' € pre_(m) = p(m')] = o(m) (2)
= Vm:M p(m)

Also: Beweise Vm:M ¢(m) durch
e Beweis von ¢(m) fir alle >=-minimalen Elemente von M, und

e Beweis von p(m) flr alle nicht- >-minimalen Elemente von M, wobei
Vm':M m' € pre._(m) = ¢(m’) (= Induktionshypothese) in diesem Beweis
verwendet werden darf.
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Beispiel 3 (Reformulierte Noethersche Induktion)

(1) Induktion in N:

Vn:Nn =0= p(n)A
V:Nn#0Apn—1) = p(n)
= VYn:N p(n)

(2) Induktion in [ist[N] (= Listen tber N)

Vk:list|N] k =g = o(k)A
VEk:list]N| k # o8 A o(tl(k)) = @(k)
= Vk:list|N] p(k)

Vergleich: Induktionsprinzipien aus Beispiel (1) und Beispiel (3)

e Beispiel (1): Konstruktorinduktion (Schrittfall n — n + 1, k — n: - k)
e Beispiel (3): Destruktorinduktion (Schrittfall n — 1 — n, ti(k) — k)
e Konstruktorinduktion im allgemeinen schwacher als Destruktorinduktion

e Konsequenz: Wir verwenden Destruktorinduktion
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Beispiel 4 (Destruktorinduktion vs. Konstruktorinduktion)

e Fur nicht-leere Listen k € list|N] sei minimum(k) ein minimales Element
von k (bzgl. der tblichen <-Relation auf N).

e Firn € Nund k € list|N] entstehe die Liste remove(n, k) durch Léschen
aller Vorkommen von n in £.

e Fur Listen k, ¢ € list|N] gelte:
k> /0gdw. k # a8 A ¢ = remove(minimum/(k), k).

e Dann gilt:(lzst[N], >) ist fundierte Menge (Beweis: Ubung).
e Damit: min.. (list|N]) = {@} sowie pre. (k) = {remove(minimum(k), k)}.
e Induktionsprinzip nach (2):

Vk:list]N| kE =8 = o(k)A
Vk : list|N] k # @ A p(remove(minimum(k), k)) = ¢(k) (3)
= Vk : list|N] p(k)

Keine Konstruktorinduktion fir (3) !
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1.2 Das Rekursionsprinzip

Sei (M, ) fundierte Menge und sei f : M +— N.
Dann gilt mit Satz 2 (ersetze “p(m)” durch “f(m) € N™):

Vm:M [Vm" M m = m'= f(m') € N|= f(m)e N 4
= Vm:M f(m) € N 4)

Noethersche Induktion umformuliert:

Vm:M m € min. (M) = f(m) € NA
VYm:M m ¢ min. (M) A [Vm":M m' € pre_(m) = f(m') € N| = f(m) e N
= Vm:M f(m) € N

()

Also: f(m) ist fur alle m € M definiert (= f ist eine totale Funktion) falls
e f(m) fur alle =-minimalen Elemente von M definiert ist, und

e f(m) fur alle nicht- >=-minimalen Elemente von M definiert ist, wobei
“f(m') ist definiert fur jedes m/: M mit m' € pre_(m)” (= rekursive Aufrufe)
vorausgesetzt werden darf.
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Damit: Rekursive Definitionen sind Anwendungen des Induktionsprinzips !

Beispiel 5 (Reformulierte Noethersche Rekursion)
(1) Rekursionin N (also f : N — N)

Vn:Nn=0= f(n) € NA
Vn:Nn#0A f(n—1) € N= f(n) e N
= Vn:N f(n) € N

Vgl. rekursive Definition von < : N x N — bool in der Fallstudie “Sortieren
durch Einfligen” (=> Kapitel 2).
(2) Rekursion in list|N] (also f : list|N] — N)
Vk:list]N| k=9 = f(k) € NA
Vk:listN]| k£ a A f(tl(k)) € N = f(k) € N
= Vk:list|N| f(k) € N
Vgl. rekursive Definition von isort : 1ist|N| — 1list|N] in der Fallstudie
“Sortieren durch Einftgen” (=> Kapitel 2).
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2 Induktion und Rekursion in VeriFun

2.1 Relationenbeschreibungen

e Die Begriffe fundierte Relation >, min. (M), pre.(m) u.s.w. sind Begriffe
der Semantik.

e Um diese Begriffe in einem Beweissystem verwenden zu kdnnen, mussen sie
durch objektsprachliche Ausdricke reprasentiert werden.

e Dies geschieht in VeriFun durch sogenannte Relationenbeschreibungen.

Definition 3 (Relationenbeschreibungen)

Eine atomare Relationenbeschreibung ist ein Paar (H, A) mit

(1) H (= Menge der Hypothesen) ist eine endliche Menge von Literalen

(2) A ist eine endliche Menge von Substitutionen (Subst.paare x /x hier erlaubt !)

Eine (zusammengesetzte) Relationenbeschreibung ist eine endliche, nicht-leere
Menge {(H1, A1), ..., (H,,A,)} von atomaren Relationenbeschreibungen mit

.....

e (3) und (4): mindestens und hochstens (also genau) eine Konjunktion der
Hypothesen einer atomaren Relationenbeschreibungen gilt. |
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Bedeutung:

(1) Die Hypothesenmengen H, représentieren Teilmengen M; von min. (M) und
M \ min. (M) (bzgl. einer Relation > auf M)

(2) Die Substitutionen aus A; reprasentieren Teilmengen von pre_ (.. .)
(bzgl. einer Relation > auf M)

(3) Mit den Forderungen (3) und (4) wird die disjunkte Separierung von M durch
die Mengen M; garantiert (d.h. M = . M; und M; N M; = () fir i # j)

(4) Atomare Relationenbeschreibungen (H, A) mit A = () heiRen nicht-rekursiv
und reprasentieren (Teilmengen) von min. (M)

(5) Atomare Relationenbeschreibungen (H, A) mit A = () heifRen rekursiv und
reprasentieren (Teilmengen) von M \ min, (M) und von pre. (.. .)

Beispiel 6 (Relationenbeschreibungen)

(1) Relationenbeschreibung fur N bzgl. der Vorganger-Relation:

Ry ={{{n=0},0),{({-~n =0}, {{n/pred(n)}})}

(2) Relationenbeschreibung fiir list|QT] bzgl. der Restlisten-Relation:

Ry ={{{k =2},0),({=k=o},{{k/tl(F)}})}
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Definition 4 (Instanzen von Relationenbeschreibungen)

Eine Relationenbeschreibung R’ ist eine Instanz einer Relationenbeschreibung R
gdw. R’ aus R durch Ersetzung der Typen 7 der Variablensymbole von R durch
Instanzen 7/ von 7 entsteht. H

Definition 5 (Monomorphe und polymorphe Relationenbeschreibungen)

Eine Relationenbeschreibung R ist monomorph gdw. jeder Typ eines Variablensym-
bols von R monomorph ist. Eine Relationenbeschreibung R ist polymorph gdw.
R nicht monomorph ist. |
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2.2 Semantik von Relationenbeschreibungen

Definition 6 (Durch atomare Relationenbeschreibungen definierte Relation)
Sei

e A:= (H,A) eine atomare und monomorphe Relationenbeschreibung,
e {yi1,...,y;} die Menge aller Variablen, die in A vorkommen,
e 1" :=ux...xyeine Liste dieser Variablen mit x; : 7; fir jedes i € {1, ...k},

e (., jeweils die Mengen aller Konstrukturgrundterme des Datentyps ;.

Dann wird A und z* genau eine binare Relation > 4 ,- auf C., x ... x C;,
zugeordnet durch

qr---qk ZAz*T1---Tk
gdw.
fur0 .= {x1/q1,...,x/q}
1. furalle h € H : evalp(f(h)) = true und
2. fureind € Aundalle ¢ mitx; € DEF(9) : evalp(8(d(x;))) =1; .
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Beispiel 7 (Durch atomare Relationenbeschreibungen definierte Relation )
(1) Far die rekursive atomare Relationenbeschreibung
Ay = ({270(x), 220(y), « >y}, Hz/z —y,y/yt})
erhadlt man beispielsweise
(8,3) > a2y (5,3) >y (2,3) Faray
und insbesondere (0, ...) %4, 2, SOWie (..., 0) #4, 4y -
(2) Fur die rekursive atomare Relationenbeschreibung
Ay = ({=70(x), ~70(y), 7 >y}, {{z/z,y/y — x}})
erhalt man beispielsweise
(3,9) > 450y (3,6) >4,y (3,3) >4,y (3,0) Fayay
und insbesondere (0, ...) %4, ., SOWie (..., 0) # 4,4y -
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Definition 7 (Relation einer zusammengesetzten Relationenbeschreibung)
Sei

o R:={A, ..., A,} eine zusammengesetzte und monomorphe
Relationenbeschreibung,

e {y1,...,y;} die Menge aller Variablen, die in R vorkommen,

e 1" :=x1...x;eine Liste dieser Variablen mit z; : 7, fir jedes i € {1,...,k},

e (.. jewells die Mengen aller Konstrukturgrundterme des Datentyps 7;.

Dann wird 12 und z* genau eine binare Relation >r - aufC,, x ... X C;,
zugeordnet durch

qr---qQk >Ra*T1---Tk
gdw.

flr eine rekursive atomare Relationenbeschreibung A von R . |

Anders gesagt:  >p. = Jucp >4
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Beispiel 8 (Relation einer zusammengesetzten Relationenbeschreibungen)
FUr die zusammengesetzte Relationenbeschreibung R := { Ay, As, A3, A4} mit
Ay = ({?0(2)},0)
A = ({=70(z),70(y)} , 0)
Ay = ({=70(x), =70(y), = >y}, {{z/z — y,y/y}})
Ay = ({=70(x), =70(y), ~= >y}, {{z/2,y/y — x}})

erhalt man beispielsweise

(87 3) >R,a:y <57 3> >R,xy (27 3) >R,:Uy <27 1> >R,xy (17 1) >R,:L’y (17 O) %R,a:y
denn

o (8,3) >4,y (5,3) >,y (2,3),
o (2,3) > A2y (2,1),

o (2,1) > Ay 2y (1,1),

o (1,1) >4,4y (1,0),und

o (1,0) #4,y, SOWie

o (1,0) #a,my
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Bemerkung 1 (Nicht-rekursive atomare Relationenbeschreibungen)

e Die durch eine zusammengesetzte Relationenbeschreibung R bzgl. einer Vari-
ablenliste z* definierte Relation > ,- ist unabhangig von den nicht-rekursiven
atomaren Relationenbeschreibungen in R.

e Konsequenz: Nicht-rekursive atomare Relationenbeschreibungen kénnten weg-
gelassen werden.

e Warum dennoch nicht-rekursive atomare Relationenbeschreibungen?
Aus Relationenbeschreibungen werden Induktionsaxiome gewonnen (=> Ab-
schnitt 2.3), wobeli aus den nicht-rekursiven atomaren Relationenbeschreibun-
gen die Basisfalle eines Induktionsaxioms gebildet werden. Ohne nicht-rekursive
atomare Relationenbeschreibungen miidten diese automatisch erganzt werden.
Dies ist zwar immer mdoglich (warum?), fiihrt jedoch mitunter zu redundanten
und damit tberfllissigen Beweisverpflichtungen.

e Kurzum: Mit nicht-rekursiven atomaren Relationenbeschreibungen erhdlt man
“bessere” Induktionsaxiome.
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Definition 8 (Fundierte Relationenbeschreibungen)

Eine (zusammengesetzte) monomorphe Relationenbeschreibung R heildt fundiert
gdw. >p .- flr eine Liste 2* der Variablen von 2 eine fundierte Relation ist.

Eine (zusammengesetzte) Relationenbeschreibung R heifdt fundiert gdw. jede
monomorphe Instanz von R fundiert ist. H

Bemerkung 2

Mit z* wird lediglich die Reihenfolge der Komponenten in den k-Tupeln g, . . . g;
festgelegt.

e Esgilt: Fir die Fundiertheit von >, .- ist die durch z* festgelegte Reihenfolge
unerheblich.

e Konsequenz:
>p.+ ISt flr eine Liste z* der Variablen von R eine fundierte Relation gdw.
>p .~ IStTUr jede Liste z* der Variablen von R? eine fundierte Relation.



Christoph Walther : FGdI 3 - WS 09/10, Kapitel 6 19

2.3 Induktionsaxiome aus Relationenbeschreibungen

Aus einer Relationenbeschreibung kann man unmittelbar ein Induktionsprinzip
“ablesen” (vgl. die Induktionsprinzipien aus Beispiel 3 mit den Relationenbe-

schreibungen aus Beispiel 6):
e Seienzxy,..., Ty, Y1,. ..,y Variable mit z; : 7; und y; : 7';- fir Datentypen 7,

/
und T

e Sei R:={A,,...,A,} eine Relationenbeschreibung mit
- A; = (H;,;A;)) und - {xy,...,x;} =Menge aller Variablen in R

e Sei b ein boolscher Term, in dem genau die Variablen {x1, ...,z y1,..., ¥}
vorkommen

e Dann: Fir jede atomare Relationenbeschr. A; wird die Induktionsformel!

Tii= Voimy, o BT Y1iT Y - o YT
Nien I = true A [/\56& Yyimy, .oy 0(b) = true] = b = true

gebildet (die Variablen 4, . . ., y; aus b verbleiben also allquantifiziert in den
Induktionshypothesen Vy,:71, ..., y;:7; 0(b) = true)

1 “="jst das Gleichheitszeichen der Pradikatenlogik 1. Stufe, also ein Pradikatensymbol (=> Kapitel 9, Folie 5).
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e Induktionsformeln Z; werden durch HPL-Sequenzen

seqr, = (Hi, Usen, Yy 170,y 710(b) I b)

reprasentiert
e Aus den Induktionsformeln Z; wird das Induktionsaxiom

IndAxyp:= Ty N... N, = Vo171, ..., T TE, Y1iTY, - -, YiiT) b = true

gebildet.

Es gilt:
Satz 9 (Giiltigkeit von Induktionsaxiomen aus Relationenbeschreibungen)

Ist ? fundiert, so ist das Induktionsaxiom IndAzy p “wahr”.

e Induktionsaxiom “wahr”
=> Kapitel 12 (Definition 15): Semantik von £-Formeln
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Beispiel 9 (Induktionsformeln und Induktionsaxiome)
Furb = if{n <m, true, m <n} (vgl. L-Lemma < _is_ total aus Kapitel 2)
und die Relationenbeschreibung
Ry ={{{n=0},0), {-n=0},{{n/pred(@)}})}
erhalt man fur die Induktionsformeln die HPL-Sequenzen
seqr, = ({n=0}, 0 IF if{n <m, true,m < n})
und

seqz, = ({—n=0},
{Vm:N if{pred(n)<m, true, m < pred(n)}}
- if{n <m, true, m <n})

zur Reprasentation des Induktionsaxioms?

VnmNn=0=n<mVm<<nA
Vn,mNn#£0AVmNn—1<mvVvm<n—1=n<mVm<n]
=Vn,mNn<mVm<n

2 Zwecks Lesbarkeit verzichten wir hier auf die formal erforderlichen Schreibweisen “n < m = true”,
“n—1<m = true” US.W. .
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e Um Variable in einer Relationenbeschreibungen und in einem Lemma
anzupassen, durfen Variable (der Relationenbeschreibung und/oder des
LLemmas) umbenannt werden

Beispiel 10 (Induktionsformeln und Induktionsaxiome nach Umbenennung)
Firb := if{n <m, true, m < n} erhalt man aus der Relationenbeschreibung

Ry ={{{n=0},0),{({~n=0},{{n/pred()}})}

die umbenannte Relationenbeschreibung

Ry ={{m=0}.0),{~m=0},{{m/pred(m)}})}

und damit fur die Induktionsformeln die HPL-Sequenzen
seqr, = ({m=0}, 0 IF if{n <m, true,m < n})

und
seqz, = ({—-m=0},
{Vn:Nif{n < pred(m), true, pred(m)<n}}
- if{n <m, true, m <n})
Fazit:

e Um Induktionsbeweise in VeriFun zu fihren, missen fundierte
Relationenbeschreibungen bereitgestellt werden (=> Kapitel 7).



