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Aufga be 7.1 (Quer durch Kapitel 11 und 12)

Hinweis: Es ist immer nur eine Antwortmdoglichkeit richtig.

(a) Eine S-Signatur ist sensibel gdw. ...
O ... die Menge der Variablensymbol der Sorte s nicht leer ist fiir alle s € S.
O ... die Menge der Grundterme der Sorte s nicht leer ist fiir alle s € S.

O ... die Menge der Variablensymbol der Sorte s leer ist fiir alle s € S.

LGsungsvorschlag

K ... die Menge der Grundterme der Sorte s nicht leer ist fiir alle s € S.
siehe Kapitel 11, Folie 4, Definition 3
(b) Mit X-Algebren ...
O ... konnen Lemmata bewiesen oder widerlegt werden.
O ... kénnen Stuck-Terme interpretiert werden.

O ... bekommen die Worte aus 7 (X) eine Bedeutung.

Losungsvorschlag

X ... bekommen die Worte aus 7 (X) eine Bedeutung.

siehe Kapitel 11, Folie 9
(c) Eine Y-Interpretation besteht aus ...
O ... einer X-Algebra sowie einer A-Variablenbelegung.
O ... einer S-Signatur sowie einer A-Variablenbelegung.

O ... einer X-Algebra sowie einer S-Signatur

Losungsvorschlag

K ... einer X-Algebra sowie einer A-Variablenbelegung.

siehe Kapitel 11, Folie 16, Definition 8
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(d) Die Tragermenge der Standardalgebra Mp eines terminierenden £-Programms P ist ...

.. die Menge der Sortensymbole S.
.. die Menge der Konstruktorgrundterme C(P).

.. die Menge der Axiome AXp.

LSsungsvorschlag

.. die Menge der Konstruktorgrundterme C(P).

siche Kapitel 12, Folie 5 / 6
(e) Die Sprache £~ ist definiert wie £ jedoch ...
O ... ohne Stuck-Terme.
O ... ohne partiell definierte Prozeduren.

.. ohne polymorphe Datentypen.

Losungsvorschlag

.. ohne polymorphe Datentypen.

siehe Kapitel 12, Folie 3

Aufgabe 7.2 (Substitutionslemma)

Seien A eine 3-Algebra, a eine A-Variablenbelegung, o = {z1/t1,...

Zeigen Sie, dass dann gilt:

a(o(t)) = alzi/a(ty), ..., zn/a(ts)](t)

Losungsvorschlag

Der Beweis erfolgt durch Induktion tiber die Termstruktur.

e tcV:Fallst=ua; € {x1,...,2,}, dann ist

, Ty /ty} eine Substitution und t € T(X, V).

a(o(t)) = a(t;) = a[z1/a(tr), ..., zn/atn)] () = a[z1/a(tr), ..., zn/a(tn)] (t).
Andernfalls ist a(o(t)) = a(t) = a[z1/a(t1), ..., zn/a(ts)] (¢).
o t = f(s1,...,5n):

a(o(t)) = a(f(o(s1),.--,0(sn)))
= ag(a(a(s1)),- -, alo(sn)))
= Oéf(ﬂ[l‘l/ﬂ(tl) S @n/a(tn)] (51), [fﬂl/a(tl) L @n/a(tn)] (sn))
= a[xl/a(tl) xn/a tn ] f S1,.
= alzi/a(tr),...,zn/a(tn)](t)
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Aufga be 7.3 (Theorie einer Y-Algebra)

Sei S :={s},3s :=={c}, X5 :={f, 9}, X555 :={h} und A = (A, a) definiert durch
As =17
ac:=0, af(n):=n+2, ogn):=n-1, apn,m):=2n+2m+1

Zeigen Sie, dass ¢; in der Theorie der Algebra A ist d.h. A |= ¢;:
(a) ¢1:=Vz:s. g(9(f(z)) =z

Losungsvorschlag
Sei a eine A-Variablenbelegung. Es ist zu zeigen, dass ogy(ag(af(a(z)))) = a(x). Es gilt offensichtlich
ag(og(ar(a(z)))) =a(r) +2—-1—1=a(x). Somit gilt A |= ¢1.

(b) P2 :=Vx,y:s. h(ﬂ?,y) = h(y,.T)

LGsungsvorschlag
Sei a eine A-Variablenbelegung. Es ist zu zeigen, dass ap(a(z), a(y)) = an(a(y),a(z)). Es gilt offensicht-
lich 2a(z) + 2a(y) + 1 = 2a(y) + 2a(z) + 1, da die Addition kommutativ ist. Somit gilt A = ¢o.

(¢) ¢3:=Vx,y:s. -h(z,y)=c

LGsungsvorschlag

Sei a eine A-Variablenbelegung. Es ist zu zeigen, dass —ay(a(z),a(y)) = 0. Es gilt ap(a(x),a(y)) =
2a(z) + 2a(y) + 1. Da fiir alle beliebigen ganzen Zahl a und b offensichtlich gilt, dass 2a + 2b + 1 eine
ungerade Zahl und somit insbesondere ungleich 0 ist, gilt A = ¢3.

Aufgabe 7.4 (Kaliile)

(a) Geben Sie einen geeigneten Kalkiil an, der die Lange eines Wortes w € ¥* berechnet.

LGsungsvorschlag

Formale Sprache: ¥* x N
Regeln:

bB,n
Byl P>

Herleitung: Eine Herleitung zu einem Wort w € 3* ist eine Sequenz von Paaren aus 3* x N beginnend
mit (w,0), sodass jedes Paar aus dem vorherigen durch Anwendung der Regel hervorgeht und auf das
letzte Paar keine Regel mehr anwendbar ist.

Semantik: Endet eine Herleitung zu w in (¢, n), so gibt n die Linge des Wortes w an.

(b) Berechnen Sie mit Hilfe Thres Kalkiils die Lange der folgenden Worter aus {a, b, c}*:
e cab

® ¢
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Losungsvorschlag

e Das Wort cab hat die Lange 3, wie die folgende Herleitung zeigt:

(cab,0)
(ab, 1)
(6,2)
(67 3)

e Das Wort ¢ hat die Lénge 0, wie die folgende Herleitung zeigt:

(€,0)

Aufgabe 7.5 (Matching)

Bestimmen Sie den jeweils minimalen Matcher fiir die folgenden Matchingprobleme, falls ein Matcher exis-
tiert. Geben Sie dazu jeweils eine Herleitung im Matchingkalkiil an, aus der dieser Matcher hervorgeht.
Existiert kein Matcher, geben Sie eine scheiternde Herleitung an.

Geben Sie in jeden Schritt die verwendete Regel an.

(a) Pattern: t, = f(g(x,y), h(9(y,x)),x), Target: g, = f(g(h(a),b),h(g(b,h(a))),h(a))

LGsungsvorschlag

Fir o, = {z/h(a),y/b} ist 04(ts) = qa, denn

({flg(z,9), hlgly, 2)), 2) = f(g(h(a),b), Mg(b, (@), M)}, 0) fy o
({ol.9) = glh(a).D). haly.2) = hab.h(@). @ = h(@)}0) P
((v = b, hlgly.2)) = hlg(b (@), © = h(@)}0)
((h{g(b,2)) = hlg(b, b)), == ha)}, {y/oh) "
({hlg (b, (@) = hlg(b. @)} {a/hla), w/b}) 2
@, {z/h(a), y/b})
(b) Pattern: t, = f(g(x,y),x), Target: g» = f(g(a,b),b)
Loésungsvorschlag
Es gibt keinen Matcher, denn keine Herleitung endet in (0, o).
Eine scheiternde Herleitung ist z. B.:
({(o@9).2) = falab)D}O) o
(g(@.y) = gla,b), 2 =0}0) 1y o ose
{x=a, y="0b, x =0},0) Solve

({y = b, a =b},{z/a})
({a = b}, {z/a, y/b})

Solve

Aufga be 7.6 (Fundierte Mengen)

Beweisen oder widerlegen Sie die Fundiertheit der folgenden Mengen:

(a) (NXN, >g) mit (mqy,n1) >4 (m2,n2) genau dann, wenn m; > my oder ny > ng
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Losungsvorschlag

Die Menge ist nicht fundiert: Mit m; := (1,0) und mg := (0, 1) erhdlt man die unendlich absteigende
Kette my >4 ma =g m1 ¢ M2 >4 ....

(b) (N x N, >=4) mit (my,n1) >4 (m2,n2) genau dann, wenn m; > my und n; > ng

Losungsvorschlag

Die Menge ist fundiert. In jedem Schritt werden beide Elemente des Tupels kleiner. Somit ist nach
spatestens min(m,n) Schritten ein Element des Tupels Null. Dann kann kein Nachfolger mehr gefunden
werden (vgl. Menge der minimalen Elemente aus voriger Aufgabe).

Aufga be 7.7 (Relationenbeschreibungen und Induktionsaxiome)

(a) Geben Sie fiir den folgenden Datentyp die Relationenbeschreibung Rga 4] an.

structure S[0A] <=
null(value : N),
first(this : @A, that : S[@A]),
second(left : S[@A], middle : S[@A], right : S[@A])

Losungsvorschlag

Rsjaa = {
({?null(u)}, 0),
({?first(u)}, {{u/that(u)}}),
({?second(u)}, {{u/left(u)}, {u/middle(u)}, {u/right(u)}})}

(b) Betrachten Sie die folgenden Prozeduren p:

1. function f(m : N, n : N) : N <=
if ?20(n)
then O
else m + f(m, ~(n))
end_if

Hierbei sei + folgendermafien definiert:

function [infixr, 10] +(m : N, n : N) : N <=
if 70(m)
then n
else T (" (m) + n)
end_if

2. function g(m : N, n : N) : list[N] <=
if 70(m)
then 0 :: &
else if 70(n)
then ¢
elsem :: g("(m, ~(n))
end_if
end_if

e Geben Sie zu jeder Prozedur p die zusammengesetzte Relationenbeschreibung R, an.
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e Geben Sie zu jeder Prozedur p das Induktionsaxiom IndAx an.

p(z,y)=p(*(z),y),Rp

Losungsvorschlag

1. [ ] Rf = {
{({7o(n)},0),
{=70(n)}, {{m/m,n/~(n)}})}

IndAxf(m,y):f(+(z),y),Rf =Vz,y: N ?O(y) = f(l’, y) = f(+($),y)
AV, y N =70(y) Az, ~(y) = £(T(2), " (y)) = £(z,y) = £("(2),y)
=Vr,y: N f(z,y) = £((2),y)
2. o Ry ={
({7o(m)},0),
{({=70(m),70(n)},0),
({=70(m), =70(n)}, {{m/~(m),n/~(n)}})}

IndAzg(y ) —g(+ (@) )R, = V2 Y+ N 20(2) = g(2,y) = g(*(2),y)
A2,y : N =70(z) A 70(y) = g(z,y) = g(*(2),y)
AVz,y : N =70(z) A =70(y) Ag(~(2), ~(y) = &(*("(2)), ~(v)) = g(z,y) = &(*(2),y)
= Vz,y: Ng(z,y) = g(*(2),y)

Aufgabe 7.8 (Berechnungskalkiil)

Betrachten Sie das Programm P mit folgender Prozedurdefinition:

function a(x : N, y : N) : N <=
if 70(x)
then y
else if 70(y)
then x
else T(a("(y), ~(x)))
end_if
end_if

Bestimmen den Wert von evalp(a(5,1)), indem Sie eine Herleitung im Berechnungskalkiil angeben. Geben
Sie dabei in jedem Schritt die verwendeten Regeln an.

Losungsvorschlag

a(5,

9,1
$£{705), L 3£ {7000, 5. aC 0-GD )
if{false,1,i£{70(1),5, " (a(~ (1), (5)))}} (107)
L£{70(1),5, (" (1), BN} g
if{false,5, "(a("(1),7(5)))} (10’)
ﬂf‘((a(f)l’(;g))” (18), (18), (5
o (9. 15, 6)




Formale Grundlagen der Informatik 3 7 Lésungsvorschlag zu Ubung 7

Aufgabe 7.9 (Terminierung)

Beweisen Sie die Terminierung der Prozedur f aus dem nachfolgenden £-Programm, gehen Sie dazu wie folgt
vor:

(a) Bestimmen Sie geeignete Makterme fiir den Terminierungsbeweis. Uberlegen Sie sich dazu, was bei den
rekursiven Aufrufen kleiner wird. Fiir in den Maftermen verwendete Hilfsprozeduren geben Sie deren
Definitionen an oder verweisen Sie auf deren Definitionen im Vorlesungskript oder bisherigen Ubungen.

(b) Geben Sie die zusammengesetzte Relationenbeschreibung der Prozedur an.

Geben Sie die aus Maftermen und Relationenbeschreibung gebildeten Terminierungshypothesen an.

—
o
N—

(d) Belegen Sie die Giiltigkeit der Terminierungshypothesen durch Anwendung bekannter arithmetischer
Gleichungen.

structure bool <=
true,
false

structure N <=
0,
T N)

function f(x : N, y : N, z : N) : N <=
if x > z
then £f(T(z), T(y), %)
else if z > x
then z
else if 70(y)
then x
else £(T(x), ~(y), T(2)
end_if
end_if
end_if

Losungsvorschlag

(a) Wir wéhlen die Makterme diff (x, z) und y mit der folgenden Prozedurdefinition:

function diff(x : N, y : N) : N <=
if 70(x)
then y
else if 70(y)
then x
else diff (T (x), ~(y))
end_if
end_if

(b) Re ={
({z > 2}, {{z/*(2),y/T(v), 2/2}}),
({—~z > 2,2 > x},0),
({—x > z,-2>x,70(y)},0),
({2 > 2,72 > x,270(y) }, {{z/7(2),y/~(v), 2/ T (2)} 1)}
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(c) thy =Vz,y,z: N if{x > z,
if{diff(z,z) > diff("(2),z),
true,
if{diff(x,2) = diff(*(2),2),y > T(y),false}},
true}

the =Vz,y,z: N if{—-x > z,
if{—-z >z,
1£{-70(y),
if{diff(wz, 2) > diff("(z), T (2)),
true,
if{diff(wz,2) = diff("(z), T(2)),y > ~(y),false}},
true},
true},
true}

(d) Wir deuten die Terme als natiirliche Zahlen. diff berechnet den Abstand zweier Zahlen zu einander. Da
dies von der Reihenfolge der Argumente nicht abhéngt, gilt Va,y : N. diff(z,y) = diff(y, z).

Da in thy die Bedingung = > z gilt, lidsst sich diff(z,z) > diff("(z),z) als arithmetische Gleichung
x—2 > x—(2+1) ausdriicken, welche offensichtlich wahr ist. Deshalb gilt auch diff(z,z) > diff("(2),x)
und thy ist wahr.

Da in thy die Bedingungen —x > z und —z > x gelten, gilt x = z. Somit ist sowohl diff(x,z) = 0 als
auch diff(*(z), " (z)) = 0. Es gilt daher diff(z, z) = diff("(x), T(2)).

Zudem gilt die Bedingung —70(y), also ist y > 0. y > ~(y) lasst sich als arithmetische Gleichung y > y—1
ausdriicken, welche offensichtlich wahr ist fiir alle y > 0.

Somit ist the wahr.

Aufga be 7.10 (Minimale Elemente und Vorgénger)

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Mengen (M, ) die minimalen Elemente min, (M). Geben Sie aufer-
dem fiir jedes Element m € M die Anzahl der Vorgénger |pres(m)| an.

(a) (N XN, >,) mit (my,n1) >4 (ma,n2) genau dann, wenn my > mgy und ny > ng
Hinweis: > bezeichnet die tibliche (transitive) Ordnung auf den natiirlichen Zahlen

Losungsvorschlag

miny, (N x N) = {(m,n)m =0V n =0}
0, falls m € min, (N x N)

lpre-, ((m,n))| =
m - n ,sonst

(b) (Chistng, =p) mit k& =, [ genau dann, wenn but_last(k) = but_last(l) und k& # ¢ und [ # ¢ und
last(k) > last(l)
Hinweise:

e die Funktion but_last(k) schneidet das letzte Element einer Liste ab (siche Ubung 2 Aufgabe 2.3)

e die Funktion last(k) gibt das letzte Element einer Liste zuriick (siche Kapitel 5, Folie 19)
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Losungsvorschlag

miny, (N) = {k € Crise vy |k = 8 V last(k) = 0}
0, falls m € min,,(N)
pre-,(m)| =
last(k) ,sonst

Aufga be 7.11 (Induktion)

Betrachten Sie das folgende £-Programm P:

structure bool <=
true,
false

structure N <=
0,
T N)

function [infixr, 10] +(m : N, n : N) : N <=
if ?0(m)
then n
else T("(m) + n)
end_if

function f(m : N, n : N) : N <=
if ?0(n)
then O
else m + f(m, ~(n))
end_if

function zero(x : N) : N <=
if 70(x)
then 0O
else zero(pred(x))
end_if

lemma null <=V x : N
£(0, x) = zero(x)

Beweisen Sie AX,,11 durch Induktion iiber x mittels der Relationenbeschreibung Ry.

Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Geben Sie die Menge AX), der Axiome zum Programm P an.
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Losungsvorschlag

AX) = AXpoor UAXNU{AX: U {AX:} U {AX er0}

AXpoor = { Vz,y : bool ifpeer{true,z,y} ==z (1)
Vx,y :bool ifpee1{false,z,y} =y } (2)

AXn = { eqy(0,0) = true (3)
Vz: N~ (T(2)) =2 (4)

Va,y : N eqy("(z), (1)) = ean(=, y) ()

Vr : N eqy(0, T (z)) = false (6)

Vz : N eqy(T(2),0) = false (7)

Va,y: N ify{true,z,y} == (8)

Vo,y: N ify{false,z,y} =y 9)

Vz : N 70(x) = eqy(0,x) (10)

Ve N 7 (2) = eqqla, *("(2))) } (11)

AXy = Vm,n:Nm +n=ify{?0(m),n, T (" (m) + n)} (12)
AX: = VYm,n:N f(m,n) = ify{?0(n),0,m + £(m, " (n))} (13)
AXzero = YV : N zero(z) = ifn{?0(z),0,zero(” (z))} (14)

(b) Bilden Sie die Induktionsformeln (nach Kapitel 6, Folie 19f.) in Form von HPL-Sequenzen seqy, fir den
Rumpf b des Lemmas null und eine geeignete Umbenennung Rj; von Ry.

LGsungsvorschlag

seqr, = ({?0(x)}, 0 IF £(0, z) = zero(x))
seqr, = ({77 ()}, {£(0, ~(x)) = zero(~(z))} IF £(0,z) = zero(x))

(c) Beweisen Sie die Induktionsformeln I;, zeigen Sie also fiir jede Sequenz seqr, = (H;, IH; IF b):
AX,Uép = Vz:N /\hEtrue/\ /\ ih = true | — b = true

heH thelH;

Geben Sie in jedem Schritt an, welche Gleichung Sie anwenden.

Losungsvorschlag
Um die Implikationen zu zeigen, nehmen wir jeweils die Pramissen an.

Mit Ep ist £(0,x) = zero(x) = true <> £(0,z) = zero(x). Es reicht also, jeweils zu zeigen:

£(0,z) = zero(z)
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e 70(x) = true — £(0,z) = zero(z)

Hh
—~~
=

8
~

~—

jam)

zero(x

Also gilt AX,UEp =Vo: N 70(x) = true — £(0,z) = zero(z).

0

ifn{?0(2),0,0 + £(0, (z))}
ifn{true,0,0 + £(0,  (x))}

ifn{?70(x),0,zero(" (x))}
ifn{true,0,zero( (z))}

o 77 (z) =true A£(0, (z)) = zero( (x)) = true — £(0,z) = zero(x)

Zunéchst formen wir die Induktionshypothese mittels Ep zu einer geeigneteren Gleichung um:

£(0, 7 (z)) = zero(" (2)) (1)

AuRerdem miissen wir aus der Hypothese 71 (z) = true eine geeignetere Gleichung herleiten:

7T (1) = true & x =1(" (7)) = true

H
—~
=
&
~

zero(x)

(11)

=0 = T("(x)) =0 = false folgt damit:

(7

~

ifn{true,zero( (x)),...}

zero(™ (x))

ifn{?0(x),0,zero("(z))}
ifn{false,0,zero("(z))}

zero(™ (x))

ifn{?0(z),0,0 + £(0, ~(x))}
ify{false,0,0 + £(0, (x))}
0+ £(0, ()

0 + zero(™ (x))
ifn{?70(0),zero(  (x)),...}
ifn{0 = 0,zero(" (x)),...}

()

(v

— S
e e e e U
S N o+ O = W

w

co
o T O — Y

o~ o~

Also gilt AX, UEp =V : N7t (z) =true A (Vo : N £(0, ~(z)) = zero( (z)) = true) — £(0,2) =

zero(z).



