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Hinweis: Im Folgenden bezeichnet > die iibliche (transitive) Ordnung auf den natiirlichen Zahlen.

Aufga be 4.1 (Fundierte Mengen)

Beweisen oder widerlegen Sie die Fundiertheit der folgenden Mengen:

1. (Z,>aps) mit n >,ps m genau dann, wenn |n| > |m|

Losungsvorschlag

Die Menge ist fundiert. Zum Beweis nehmen wir an, sie sei nicht fundiert, d.h. es gibt eine unend-
liche Folge (m;)ieny mit m; >aps miy1. Also ist |m;| > |m;it1| und somit ist (Jm;|);en eine unendlich
absteigende Folge in N. Da aber (N, >) fundiert ist, kann es keine solche Folge geben. Die Annahme,
(Z, > aps) sei nicht fundiert, muss also falsch gewesen sein.

2. (Cpigepy),>) mit k> genau dann, wenn k # g A (I = ¢V hd(k) > hd(l) V t1(k) > £1(1))

Losungsvorschlag

Die Menge ist nicht fundiert: Mit m; := 2::1::¢ und mo := 1::2:: g erhdlt man die unendlich
absteigende Kette mq, mg, mq, ma,.. ..

3. (N x N,>) mit (n1,mq) > (ng,mz2) genau dann, wenn n; > ng oder n; = ng und my > ma.

Losungsvorschlag

Die Menge ist fundiert. Zum Beweis nehmen wir an, sie sei nicht fundiert, d. h. es gibt eine unendlich
absteigende Folge ((n;, m;))ien mit (*) (ng, m;) = (nijt1, miy1). Wir unterscheiden zwei Fille:

a) Es gibt ein j € N, so dass n; = ny, fiir alle k& > j. Damit gilt fiir alle & > j wegen (*), dass
my > my41 im Widerspruch zur Fundiertheit von (N, >)
b) Andernfalls gibt es fiir alle j € Nein k; > j mit n; # ny,. Wegen (*) gilt dann n; > ny, > ng, > ...
J
fir alle j € N im Widerspruch zur Fundiertheit von (N, >).

Da beide Félle zu einem Widerspruch fiithren, muss die Annahme, dass > nicht fundiert ist, falsch
gewesen sein. Also ist die Relation fundiert.
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Aufgabe 4.2 (Relationen)

Betrachten Sie die folgende Relationenbeschreibung:

R = {({70(z)},0),
<{_‘?0 ) ?O(y)}7 ®>7
({=?0(z), 220(y) }, {{= /2, y/y - 2}, {x/x -y, y/y} 1)}

Dabei ist die Prozedur ,,-“ wie folgt definiert:

function [infix1l] -(a, b : N) : N <=
if 70(a)
then 0O
else if 70(b)
then a
else ~(a) - ~(b)
end_if
end_if

(a) Bestimmen Sie die Menge pre., , ((42,23)).

Losungsvorschlag

Die einzige atomare rekursive Relationenbeschreibung in R ist

{=70(z), ~?0(w)}, {z/z,y/y - x} {x/z -y, y/y}})-

Mit 6 = {z/42,y/23} ist offenbar evalp(—70(42)) = true und evalp(—70(23)) = true.
Fir 61 = {z/z,y/y - } erhdlt man (42,23) >p 4y (evalp(42), evalp(23 - 42)) = (42,0).
Fir 6o = {x/x - y,y/y} ergibt sich (42,23) >g 5, (evalp(42 - 23), evalp(23) = (19, 23).
Somit ist pre., ((42,23)) = {(42,0),(19,23)}.

(b) Geben Sie alle mit (5, 3) startenden >p ,,-Ketten an.

LGsungsvorschlag

(5,3) >Ry (5,0)

(573) >Ry (2,3) >Ry (2, 1) >Ry (2,0)

(5,3) >Ray (2,3) >Ry (2,1) >Ray (1,1) >Ray (1,0)
(5,3) >Ray (2,3) >Ray (2,1) >Ry (1,1) >4y (0,1
(5,3) >Ray (2,3) >Ray (0,3)

Aufga be 4.3 (Minimale Elemente und Vorgénger)

Bestimmen Sie fiir jede der folgenden fundierten Mengen (M, ) die minimalen Elemente min, (M). Geben
Sie auferdem fiir jedes nicht-minimale Element m € M \ min, (M) die Anzahl der Vorgénger |pre, (m)| an.
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1. (N,>)

Losungsvorschlag
min(N) = {0}
Fiir alle m € N mit m ¢ min~ (N) gilt |[pre< (m € N)| =m

2. (Cyist)ny, >) mit k > 1 genau dann, wenn k =n :: [ fiir ein n € N.

Losungsvorschlag
mm>(clist[N]) = {8}
Fiir alle k € Cyjg¢v mit & & mins (Crigepny) gilt [pres (k)| =1

3. (Crist[n]s >len) Mit & >jen [ genau dann, wenn [k| > |I|. Dabei ist |k| die Lénge der Liste k.

Losungsvorschlag

min>|en (Clist[N]) = {¢}
Fiir alle k € Cyjg¢y mit |k > 1 gilt [pre. (k)| = oo, fiir alle k € Cyjg¢pny mit [k| = 1ist [pre,, (k)] =1

Aufgabe 4.4 (Strukturelle Ordnung)
Geben Sie fiir die folgenden Datentypen struc jeweils die Relationenbeschreibung Rgtyuc an.
1. structure pair[@A, @B] <=

pair(fst : @A, snd : @B)

L6sungsvorschlag

Rpair[@A,@B} - {<{?pair<u)}? ®>}

2. structure treel[@V] <=
tip,
node(value : @V, left : tree[@V], right : treel[@V])

Losungsvorschlag

Rireejav) = {{7tiP(w)}, 1), ({7node(u)}, {{u/1eft(u)}, {u/right(u)}})}

3. structure EXPR <=
VAR#(index : nat),
EXPRO(e-op0 : nat),
EXPR2(e-op2 : nat, argl : EXPR, arg2 : EXPR)

Losungsvorschlag

Rexer = {({7VAR#(u)}, 0), ({?EXPRO(u)}, 0), ({?EXPR2(u)}, {{u/argl(u)}, {u/arg2(u)}})}
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Aufga be 4.5 (Rekursion und Induktion)

Betrachten Sie die folgenden Prozeduren p:

1. function f(n : N) : N <=
if 70(n)
then 1
else if 70(pred(n))
then 1
else f(pred(n)) + f(pred(pred(n)))
end_if
end_if

2. function g(n, m : N) : N <=
if 70(n)
then O
else if 70(m)
then n
else g(pred(n), pred(m))
end_if
end_if

3. function h(k : list[nat]) : N <=
if ?¢(k)
then *
else if 7g(t1(k))
then hd(k)
else if hd(k) > hd(tl(k))
then h(tl(k))
else h(hd(k) :: t1(t1l(k)))
end_if
end_if
end_if

e Geben Sie zu jeder Prozedur p die zusammengesetzten Relationenbeschreibungen Ry, sowie die Induk-
tionsaxiome IndAzy(. )so,r, an.

e Begriinden Sie jeweils die Fundiertheit der Relationenbeschreibungen R,. Ein formaler Beweis ist nicht
notwendig.

Losungsvorschlag
1. °
R: = {({%(n)},@),
({=70(n), 70(pred(n))}, 0),
({=70(n), ~?0(pred(n))}, {{n/pred(pred(n))}, {n/pred(n)}})}

n

n

IndAzs@my~or = Vn: N 70(n) = f(n) >0
AVn: N =70(n) A 70(pred(n)) = f(n) >0
AVn : N =70(n) A =70(pred(n)) A f(pred(pred(n))) > 0
A f(pred(n)) > 0= f(n) >0
=Vn:Nf(n) >0
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e Deuten wir die Terme als natiirliche Zahlen, so wird deutlich, dass zu keiner Zahl m eine unendliche
Kette (m >g, m1 >pgr, mo >g, ...) existieren kann, da spétestens fiir m,, kein Nachfolger mehr
existieren kann, weil einer der Basisfélle 0 oder 1 erreicht ist.

Rg = {({70(n)},0),
{({=70(n), 70(m)},0),
{({=70(n), ~70(m)}, {{n/pred(n),m/pred(m)}})}

IndAzgmmysor = Vn,m: N 70(n) = g(n,m) > 0
AVn,m: N =70(n) A 70(m) = g(n,m) >0
AVn,m: N =70(n) A =70(m) A g(pred(n), pred(m)) > 0 = g(n,m) >0
= Vn,m: Ng(n,m) >0

e Da in jedem Schritt sowohl m als auch n kleiner werden, ist nach spatestens min(m,n) Schritten
ein Basisfall erreicht, in dem n = 0 oder m = 0 gilt.

vhd(k) > hd(t1(k))}, {{k/t1(k)}}),
, ~hd(k) > hd(t1(k))}, {{k/hd(k) : : £1(t1(k))} })}

|

IndAzym)y~o r = Vk : list[nat] ?¢(k) = h(k) > 0
AVk : list[nat] =7g(k) A 7¢(t1l(k)) = h(k) > 0
A Vk : list[nat] =?¢(k) A =7¢(t1(k)) A hd(k) > hd(t1(k))
Ah(tl(k)) > 0=h(k) >0
A Vk : list [nat] —7¢(k) A =7¢(t1(k)) A —hd(k) > hd(t1l(k))
Ah(hd(k) :: t1(tl(k))) > 0= h(k) >0
= Vk : list[nat] h(k) > 0

e In jedem Schritt wird die Lénge der Liste kleiner, nach endlich vielen Schritten ist also ein Basisfall
in Form einer Liste mit Lénge O oder 1 erreicht.



