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Losungsvorschlag zu Hausiibung 4 - Teil 1

Aufga be 4.1 (Terminierung) (10 Punkte)

Beweisen Sie die Terminierung der Prozedur h4.1 aus dem nachfolgenden £-Programm (N, bool und > sind
wie im veriFun-System definiert). Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie geeignete Makterme fiir den Terminierungsbeweis. Uberlegen Sie sich dazu, was bei den
rekursiven Aufrufen kleiner wird. Fiir die in den Maftermen verwendete Hilfsprozeduren geben Sie deren
Definitionen an oder verweisen Sie auf deren Definitionen im Vorlesungskript oder bisherigen Ubungen.

(b) Geben Sie die zusammengesetzte Relationenbeschreibung der Prozedur an.
(c) Geben Sie die aus Maftermen und Relationenbeschreibung gebildeten Terminierungshypothesen an.

(d) Normalisieren Sie die Terminierungshypothesen geméf dem Verfahren aus der Vorlesung und vereinfachen
Sie diese.

(e) Belegen Sie die Giiltigkeit der Terminierungshypothesen durch Anwendung bekannter arithmetischer
Gleichungen.

structure list[@I] <=

2,
[infixr,1] ::(hd : @I, tl : list[@I])

function h4.1(k : 1list[N]) : 1list[N] <=

if ?g(k)
then k
else if ?7g(tl(k))
then k

else if hd(k) > hd(tl(k))
then h4.1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) :: t1(t1(k)))
else tl(k)
end_if
end_if
end_if

Losungsvorschlag

(a) Als Mafterm wéahlen wir die Differenz zwischen den beiden ersten Listenelementen hd(k) — hd(t1(k)).
(b)

Rua.x = {({78(k)}, 0), ({=70(k), 72(t1(k))}, ),
({=78(k), ~?8(t1(k)),hd(k) > hd(t1(k))}, {{k/hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))}}),
{({~?8(k),~?8(t1(k)), ~hd(k) > hd(t1(k))},0)}
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()
thy = Vk: 1ist[N] if{if{if{-7¢(k), ~78(t1(k)),false},hd(k) > hd(t1l(k)),false},
hd(k) — hd(t1(k)) >
hd(hd(k) : : T(hd(t1(k))) :: t1(t1(k)))
—hd(t1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) :: t1(t1l(k)))), true}
(d)

thy =Vk : 1ist[N] if{?g(k), true,if{?g(t1(k)), true,if{hd(k) > hd(t1(k)),
hd(k) — hd(t1(k)) >
hd(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))
—hd(t1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))), true}}}

(€) Zu zeigen ist also, dass fiir eine Liste k mit mindestens zwei Elementen und hd(k) > hd(t1(k)) gilt:
hd(k)—hd(t1(k)) > hd(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))—hd(t1(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))))
Dies lift sich vereinfachen zu:

hd(k) — hd(t1(k)) > hd(k) — T (hd(t1(k))), also hd(k) — hd(t1(k)) > hd(k) — hd(t1(k)) — 1

Dies gilt mit hd(k) > hd(t1(k)) offensichtlich.

Aufgabe 4.2 (Terminierung) (10 Punkte)

Beweisen Sie die Terminierung der Prozedur h4.2 aus dem nachfolgenden £-Programm (N, bool und > sind
wie im veriFun-System definiert). Gehen Sie dazu wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie geeignete Makterme fiir den Terminierungsbeweis. Uberlegen Sie sich dazu, was bei den
rekursiven Aufrufen kleiner wird. Fiir die in den Maftermen verwendete Hilfsprozeduren geben Sie deren
Definitionen an oder verweisen Sie auf deren Definitionen im Vorlesungskript oder bisherigen Ubungen.

(b) Geben Sie die zusammengesetzte Relationenbeschreibung der Prozedur an.

(c) Bilden Sie aus den Mafitermen und der Relationenbeschreibung normalisierte und vereinfachte Termi-
nierungshypothesen.

(d) Belegen Sie die Giiltigkeit der Terminierungshypothesen durch Anwendung bekannter arithmetischer
Gleichungen.

function h4.2(x, y : N) : N <=
if ?0(y)
then x
else if y > x
then h4.2(y, x)
else h4.2(" (y), T(x))
end_if
end_if
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Losungsvorschlag

(a) Wir wahlen die Maftermliste: min(x,y), y. Dabei sei min eine Prozedur, die das Minimum zweier na-
tiirlicher Zahlen berechnet.

(b)

Ruaz = {{{?0(y)},0),
({=70(y).y > =}, {{=/y,y/x}}),
{=70(y), =y > =}, {{x/~(v),y/T ()} })}

thy =Vx,y: Nif{=70(y),if{y > x,if{min(x,y) > min(y, x),
true,

if{min(x,y) = min(y,x),y > x,false}}, true}, true}

thy =Vz,y : N if{=70(y), if{-y > x, if{min(x,y) > min(pred(y), succ(x)),
true,
if{min(x,y) = min(pred(y), succ(x)),
y > succ(x),
false}}, true}, true}

(d) Wie bekannt ist min kommutativ, also gilt min(x,y) = min(y, x) und damit nicht min(x,y) > min(y, x).
Zu zeigen bleibt bei th; also y > x, was jedoch nach Voraussetzung schon gilt.

Fiir den Beweis von thy reicht der Beweis von min(x,y) > min(~(y), " (x)) unter den Annahmen —7?0(y)
und —y > x aus. Wegen —y > x ist min(x, y) =y.

AuRerdem ist damit ~(y) < x < T(x), also min(~ (y), T(x)) = ~(y). Offensichtlich gilt mit =?0(y)
dann y > ~(y).



