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Aufga be 4.1 (Terminierung) (18 Punkte)

Beweisen Sie die Terminierung der Prozeduren m und f aus dem nachfolgenden £-Programm, gehen Sie dazu
jeweils wie folgt vor:

(a) Bestimmen Sie geeignete Makterme fiir den Terminierungsbeweis. Uberlegen Sie sich dazu, was bei den
rekursiven Aufrufen kleiner wird.

(b) Geben Sie die zusammengesetzte Relationenbeschreibung der Prozedur an.
(c) Geben Sie die aus Maftermen und Relationenbeschreibung gebildeten Terminierungshypothesen an.

(d) Normalisierung Sie die Terminierungshypothesen geméfs dem Verfahren aus der Vorlesung und vereinfa-
chen Sie diese.

(e) Belegen Sie die Giiltigkeit der Terminierungshypothesen durch Anwendung bekannter arithmetischer

Gleichungen.
structure bool <= function f(k : 1list[N]) : 1list[N] <=
true, false if 7g(k)
then k
structure N else if ?7¢(t1(k))
0, T : N) then k
else if hd(k) > hd(tl(k))
structure list[QI] <= then f(hd(k) :: T(hd(t1(k)))
#, [infixr,1] ::(hd : @I, tl1l : list[@I]) i t1(t1(k)))
else hd(k) :: f(t1(k))
function m(a, b : N) : N <= end_if
if 70(a) end_if
then b end_if
else if ?0(b)
then a
else m("(b), ~(a))
end_if
end_if

Losungsvorschlag

Wir beginnen mit der Prozedur m:
(a) Als Mafsterm wahlen wir das Minimum der beiden Argumente min(a, b).
(b) Ra= {({20(a)},0), ({~70(a), 20(0)},0). {{=?0(a), ~20(b)}. {a/~ (6),b/~(a)})}
(c) Ya,b: N if{if{—70(a),~?0(b),false}, min(a,b) > min(~(b), "(a)), true}
(d) Ya,b:Nif{?0(a),true,if{?0(b), true, min(a,b) > min(~(b), ~(a))}}
Alternativ: Va,b: N if{-70(a), if{—70(b), min(a,b) > min(~(b), ~(a)), true}, true}
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(e) Als Bedingungen gelten a > 0 und b > 0, zu zeigen ist min(a,b) > min(b — 1,a — 1). Falls a < b, dann
ist min(a,b) = a und wegen a — 1 < b — 1 gilt min(b — 1,a — 1) = a — 1, zu zeigen ist also a > a — 1,
was unter diesen Bedingungen offensichtlich ist. Andernfalls ist a > b, damit ist min(a, b) = b und wegen
a—1>b—1gilt min(b—1,a—1)=>b—1. Auch b > b — 1 gilt offensichtlich.

Nun behandeln wir Prozedur £:

(a) Als Makterme wéhlen wir die Lange der Liste length(k) und die Differenz zwischen den beiden ersten
Listenelementen hd(k) — hd(t1(k)).

(b)
Rey = {{{?8(k)},0), ({=78(k), ?8(t1(k))},0),
({-7¢(k), 7¢(t1( )),hd(k) > hd(t1(k))}, {k/hd(k) : : *(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))}),
({-?¢(k), =7¢(t1(k)), ~hd(k) > hd(t1(k))}, {k/t1(k)})}

(c) Wir erhalten die Terminierungshypothesen
Vk : list[0I] if{if{if{—7¢(k), ~7#(t1(k)),false},hd(k) > hd(tl(k)),false},
if{length(k) > length(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))), true,
if{length(k) = length(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))),
hd(k) — hd(t1(k)) >
hd(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))
—hd(t1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))), true}}, true}
und
Vk : list[0I] if{if{if{—7g(k), ~78(t1(k)),false}, “hd(k) > hd(t1l(k)), false},
if{length(k) > length(t1(k)), true,
if{length(k) = length(t1(k)),
hd(k) —hd(t1(k)) > hd(t1(k)) —hd(tl(tl(k))), true}}, true}

Vk : list[@I] if{?g(k), true,if{?@(t1(k)), true,if{hd(k) > hd(t1(k)),
if{length(k) > length(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))), true,
if{length(k) = length(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))),
hd(k) — hd(t1(k)) >
hd(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))
—hd(t1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))), true}}, true}}
und
Vk : list[0I] if{?g(k), true,if{?8(t1(k)), true, if{hd(k) > hd(t1(k)), true,
if{length(k) > length(t1(k)), true,
if{length(k) = length(t1(k)),
hd(k) —hd(t1(k)) > hd(t1(k)) —hd(tl(tl(k))), true}}}

Alternativ:
VE : 1ist [0I] if{-?g(k),if{~78(t1(k)),if{hd(k) > hd(t1(k)),
if{length(k) > length(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))), true,
if{length(k) = length(hd(k) : : T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k))),
hd(k) — hd(t1(k)) >
hd(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))
—hd(t1(hd(k) :: T(hd(t1(k))) : : t1(t1(k)))), true}}, true}, true}, true}
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und

Vk : 1list[0I] if{-7g(k),if{~7@(t1(k)), if{—hd(k) > hd(t1(k)),
if{length(k) > length(t1(k)), true,
if{length(k) = length(t1(k)),
hd(k) —hd(t1(k)) > hd(t1(k)) — hd(t1(t1(k))), true}}, true}, true}, true}

(e) 1. Offenbar sind die Langen beider Listen gleich, zu zeigen ist also, dass fiir eine Liste k£ mit mindestens
zwei Elementen und hd(k) > hd(t1(k)) gilt:

hd(k) —hd(t1(k)) > hd(hd(k) : : T (hd(t1(k))) :: t1(t1(k))) —hd(t1(hd(k) : : T(hd(t1(k))) :: t1(t1(k))))
Dies ist 1ift sich vereinfachen zu:
hd(k) — hd(t1(k)) > hd(k) — T (hd(t1(k))), also hd(k) — hd(t1(k)) > hd(k) — hd(t1(k)) — 1
Dies gilt mit hd(k) > hd(t1(k)) offensichtlich.

2. Da die Lange von t1(k) fiir eine nicht-leere Liste k sicher kleiner als die Lénge von k ist, gilt die
Aussage offensichtlich.

Aufgabe 4.2 (Induktion) (22 Punkte)

Betrachten Sie das folgende £-Programm P:

structure bool <=
true, false

structure N <=

0, Y : N)

structure list[@I] <=
¢, [infixr] ::(hd : @I, t1 : list[@I])

function append(k, 1 : 1list[@I]) : list[@I] <=
if 7g(k)

then 1

else hd(k) :: append(tl(k), 1)
end_if

function f(1, k : list[@I]) : list[@I] <=
if ?7¢(1)
then k
else if ?g(k)
then x
else if hd(1) = hd(k)
then f(t1(1), t1(k))
else x
end_if
end_if
end_if

lemma inv <=V k, 1 : list[@I]
f(k, append(k, 1)) =1

a) Geben Sie die Axiome AXappena, AXs und AX;,, an.
PP
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AXappena = V&, : 1ist[@I] append(k,l) = if{7¢(k),[,hd(k) : : append(t1(k),{)}
AXe =V k:1list[0I] £(1,k) = if{?8(]), k, if{?¢(k),£(l, k), if {hd(l)=hd(k),
£(e1(1), ¢1(k)), £(1, k) } 1}
AXiny = Vk,l:1ist[@I] f(k,append(k,l))=l = true
(b) Bilden Sie die Induktionsformeln in Form von HPL-Sequenzen fiir den Rumpf b des Lemmas inv und

eine geeignete Umbenennung R, ; rer7 VON Riistroer]-

Losungsvorschlag

seqr, = ({?8(k)}, 0 IF £(k, append(, 1))=1)
seqr, = ({-78(k)},{Vl : 1ist [@I] £(t1(k), append(tl(k),!))=l},I £(k, append(k,1))=I)
(c) Beweisen Sie die Induktionsformeln Z;, zeigen Sie also fiir jede Sequenz seqz, = (H;, IH; I b):

AXpUé&p =

Vk,I:1list[@I] /\ h = true A /\ V1I:1list[@I] th = true | — b= true
heH; (VI6:1ist[@I] ih)€IH;

Geben Sie in jedem Schritt die verwendete Gleichung an.

LGsungsvorschlag

Um die Implikationen zu zeigen, nehmen wir die Pramissen an.
Mit Ep ist £(k, append(k,!))=l = true <> f(k, append(k,l)) =, wir zeigen also jeweils:
f(k,append(k,l)) =1
e 7¢(k) = true — f(k,append(k,l)) =1

f(k, append(k, 1)) if{?¢(k), append(k,1),...}

il

= if {true, append(k,(),...}
1
= append(k, !
(o 2ppend(kl)
= if{?g(k),1l,...
Ax, EATER)L
= if
o if {true,l,...}

= l
4)(a)

o —7¢(k) = true A (VI : list[@I] £(t1(k), append(tl(k),l))=l = true) — f(k,append(k,l)) =1
Mit €p gewinnen wir durch Fallunterscheidung aus der Hypothese die Gleichung ?g(k) = false (7).
Die Induktionshypothese ist mit £p dquivalent zu VI : 1ist [0I] £(t1(k), append(tl(k),l)) =1 (I).
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SchlieRlich folgt mit £p und der Reflexivitidt von = auch V1 : 1ist[0I] /=] = true (refl).
f(k, append(k,!)) e f(k,if{?g(k),l,hd(k) : : append(tl(k),)})

append

f(k,if{false,l,hd(k) : : append(t1l(k),1)})

—
—
=

f(k,hd(k) : : append(tl(k),!))
if{?g(k),...,if{?a(t),...,if {hd(k)=hd(¢), £(t1(k),t1(t)),...}}}

—
N
=
=
>
=

=1l

= atf{talse . A£{%6(0),.., 1 {BA(K)bA(0), £(61(R), 51()), . 1)
oy AR s {a(k)ha(0), £(61(K), £1(0). - 1)
oo, AE(R e aE Rk =ha(0), £(61(R), 91(0), 1}
oo, if{talse, . it {na(k)=ha(0) £(51(K), $1(0) . 1}
5y AHRA)=RA) 16100, 81(0), )
ooy AR RA(k), £(61(K), 81(0). .}
if {true, £(t1(k), t1(t)),...}
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