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Hinweis Alle Verweise in den Aufgaben beziehen sich auf das Skriptum.

Aufgabe 2.1 (Noethersche Induktion)

Zur Losung dieser Aufgabe diirfen Sie folgenden Hilfssatz verwenden:

“Sei (M, —py) eine fundierte Menge (engl. well-founded set), sei N eine Menge, sei
f: N — M eine totale Abbildung, und sei —y C N x N mit f(n1) —n f(n2) falls
ny —n ne. Dann ist (N, —y) eine fundierte Menge.”

Mit diesem Satz gilt insbesondere, dafl (N, —y) fundiert ist, falls f : N — N und f(ny) >
f(ng) fir alle ny —y no.
(i) Gegeben seien folgende Formeln, wobei ¢(z) eine Formel mit einer einzigen freien Variablen
x iber N ist:
i) ¢(0)

)
(i) (1)
(iii) VneN.n#0An#1Ap(n—2)~ p(n)
(iv) VYneN. ¢(n)

Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 4.2, dafl mit diesen Formeln ein Induktionsaxiom gegeben ist, d.h.
es gilt: Wenn (i), (ii) und (iii) wahr sind, so ist auch (iv) wahr.

(ii) Gegeben seien folgende Formeln, wobei ¢(z,y) eine Formel mit den einzigen freien Variablen
x und y tber N ist:

(i) VnmeN.n=0Vvm=0n ¢(n,m)
(i) Vn,meN. n#0Am#0AYm* € N. o(n —m,m*) ~ o(n,m)
(i) VYn,m € N. p(n,m)
Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 4.2, dafl mit diesen Formeln ein Induktionsaxiom gegeben ist, d.h.
es gilt: Wenn (i) und (ii) wahr sind, so ist auch (iii) wahr.

(i4i) Gegeben seien folgende Formeln, wobei ¢(x) eine Formel mit einer einzigen freien Variablen
x iber 7 (X¢)1;s¢ ist:

(i) p(empty)
(il) Wi e T(Zst. I # empty A o(tl(l)) ~ (1)
(iil) VI € T(X%1ise- (1)

Zeigen Sie mit Hilfe von Satz 4.2, dal mit diesen Formeln ein Induktionsaxiom gegeben ist, d.h.
es gilt: Wenn (i) und (ii) wahr sind, so ist auch (iii) wahr.



Aufgabe 2.2 (Relationenbeschreibungen)

(i) Geben Sie die fundierte Relation, die implizit mit dem Induktionsaxiom aus Aufgabe 2.1(i)
definiert wird, als Relationenbeschreibung R an, und bestimmen Sie sowohl V(R) als auch ZV(R).

(ii) Geben Sie die fundierte Relation, die implizit mit dem Induktionsaxiom aus Aufgabe 2.1(ii)
definiert wird, als Relationenbeschreibung R an, und bestimmen Sie sowohl V(R) als auch ZV(R).

(#7i) Geben Sie die fundierte Relation, die implizit mit dem Induktionsaxiom aus Aufgabe 2.1(iii)
definiert wird, als Relationenbeschreibung R an, und bestimmen Sie sowohl V(R) als auch ZV(R).

Aufgabe 2.3 (Relationenbeschreibungen und Induktionsformeln)

Gegeben sei der boolesche Term goal[z,y, 2] € T (X(P), {z, Y, 2} )voor Mit z,y, 2 € Vnar sowie die
Relationenbeschreibung

R={({z#0,y =0}, {{z/o —1}}), {z # 0,y # 0}, {{z/o — 1} {z/z,y/y - 1}})} .

(i) Beweisen oder widerlegen Sie, da§ R fundiert ist. (Hinweis: Der Hilfssatz aus Aufgabe 2.1
ist hier nicht verwendbar.)

(i1) Bestimmen Sie ZN'D(R, goal[z,y, z]) gemaB Definition 4.13.

Aufgabe 2.4 (Relationenbeschreibungen und Induktionsformeln)
Gegeben sei der boolesche Term goal[z] € T(X(P),{2})boor Mit & € Vpay sowie die Relatio-

nenbeschreibung
R={({z # =}, {{z/z}})} .

(i) Bestimmen Sie ZN'D(R, goal[x]) gemafl Definition 4.13.

(it) Untersuchen Sie, ob mit Fp ZN'D(R, goal[z]) auch Fp Va:nat. goal[x] gilt, und begriinden
Sie ihre Antwort.

Aufgabe 2.5 (Relationenbeschreibungen von Datenstrukturen)
(i) Gegeben sei die Datenstruktur
structure IF.Expr <=F, T,
prop (number :nat),
IF(test:IF.Expr,left:IF.Expr,right:IF.Expr) .
Bestimmen Sie die Relationenbeschreibung Brr gxpr gemafl Definition 4.15.
(7i) Gegeben sei die Datenstruktur
structure term <= var(vsym:variable.symbol),
const (csym:constant.symbol),

apply (fsym:function.symbol,argument:term),
pack(left:term,right:term) .

Bestimmen Sie die Relationenbeschreibung Biern geméafl Definition 4.15.



